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Objectifs de la séance

1. Comprendre ce qu’est une équation différentielle
2. Acquérir le vocabulaire associé

3. Résolution des équa. diff. linéaires du 1¢" ordre a coeff. constants
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Généralités sur les équations différentielles

Qu'est-ce qu'une équation différentielle ?

e Une équation différentielle est :
e une équation fonctionnelle : I'inconnue est une fonction notée

traditionnellement y
e faisant intervenir les dérivées de la fonction y
e on résout cette équation sur un intervalle de R

e Exemples :
1. Trouver les fonctions y : R — R vérifiant

Vx € R, y'(x) —2y(x) = 3;
2. Trouver les fonctions y : Ry — R vérifiant
Vx>0,  y(x)y'(x)=e,  y(0)=1
3. Résoudre sur R |'équation différentielle

y"(x) — 2y'(x) + By(x) = cos(3x + 2).

Généralités sur les équations différentielles

Résoudre une équation différentielle

e (C'est trouver I’'ensemble des fonctions solutions de cette équation
e Par exemple, résoudre sur R |'équation différentielle

y"(x) — 2y'(x) + 5y (x) = cos(3x + 2).
c’est trouver toutes les fonctions y : R — R deux fois dérivables t.q.

Vx € R, y"(x) — 2y'(x) + 5y (x) = cos(3x + 2).

e Attention, la variable de la fonction — dans les exemples précédents x
— est souvent omise
e On écrit en général : Résoudre sur R I'équation différentielle

y" —2y" +5y = cos(3x + 2)

e Si I'équation différentielle décrit un phénomeéne physique évoluant dans
le temps, la variable de la fonction y est notée t plutot que x
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Equa. Diff. du 1¢ Ordre

Définition

Une équation différentielle du 1 ordre est une équation différentielle dans
laquelle interviennent seulement : la fonction y, sa dérivée y’ et la variable de
la fonction x

e y'(x) —2xy(x) = 3, y(x)y’(x) = 3x2 sont du 1* ordre
e y"(x) —2y'(x) + 5y(x) = cos(3x + 2) n'est pas du 1° ordre mais du 2¢

Notations : on considere dans la suite
e un intervalle I de R; par exemple | =R, | = [0, +o0[, I =]0, +o0], ...
e deux fonctions a:/ — R et f: | — R continues sur /;

e un point xp appartenant a l'intervalle /.
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Equa. Diff. Linéaire du 1¢ ordre

Définition
Une équation différentielle linéaire du 1° ordre est une équation différentielle
du type

Vx el y(x)=a(x)y(x) = f(x) (L)

Exemple(s)
1. L'équation différentielle y’(x) — 3y(x) = 0 correspond a a=3 et f =0;
on prend /| =R

2. Dans I'exemple y’(x) — x? y(x) = In(x), a(x) = x? et f(x) = In(x); on
prend [ =]0, 4-o0].
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Equa. Diff. Linéaire du 1¢ ordre

Exemple(s)

Dans I'exemple xy’(x) — y(x) = 2, il faut réécrire I'équation :

Yo -2 =1 p =

2
X X X

On résout sur I =] — 00, 0[ puis sur /1 =]0, +o0o[ car R* n’est pas un

intervalle !

Définition

Une solution de (L) est une fonction y : | — R, dérivable sur [ telle que
kel y(x) —alx) y(x) = F(x).

Résoudre ou intégrer I'équation (L) c’est trouver I'ensemble des fonctions qui
sont solutions de (L).
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Définition
Définition
[l s’agit d'une équa. diff. du type
Vx €1, y'(x)—ay(x) =f(x) (LC)

e La fonction a(x) est constante égale a a
e La fonction f n'est pas constante.

Remarque(s)

On résout une telle équa. diff. sur un intervalle / sur lequel f est continue
e f(x) =cos(x), I =R
e f(x) =In(x), I =]0,+o0]

Définition

L'équation homogene — ou sans second membre — associée a (LC) est

Y'(x) —ay(x)=0.
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Résolution de y’ — ay =0

Théoreéme
Les solutions de I'équation homogéne y'(x) — ay(x) = 0 sont les fonctions

y(x)=Ce¥™, Ce€eR

e Pour toute valeur de |la constante C, on obtient une solution
e |l y a donc une infinité de solutions

e La solution générale de I'équation homogéne désigne I'ensemble des
solutions de cette équation; on note y,(x) = Ce?, C € R.

Exemple(s)
L y'(x) = 2y(x)=0:yu(x)=Ce>*, CER
2. Y (x)=0:yp(x)=C, CeR
3. YV(x) +3y(x) =0: yp(x) = Ce >, CeR
4.2y'x) —y(x) =0: yu(x) = Ce/?, CER
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Solution générale de I'équation compléete

Théoreme
La solution générale de y'(x) — ay(x) = f(x) est :

y(x) = ya(x) + yp(x) = Ce™ + y,(x), CER,

avec
e vy, solution générale de I'équation homogene

® y, une solution particuliére de I'équation compléete c'est a dire une
fonction vérifiant

Vx €1, yy(x)—ayp(x) = f(x)

e Pour résoudre I'équation compléte, il faut savoir comment trouver une
solution particuliere
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Exemple : y'(x) — 2y(x) =3
e La solution générale de I'équation homogeéne est
ya(x)=Ce*, CeR

e On remarque que y,(x) = —3/2 est solution de I'eq. compléte

e La solution générale de I'équation complete est

ye(x)=Ce* -3/2, CeR
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Solution particuliére : cas particuliers

o f(x)=k
o 2 £0, yy(x) = —k/a;
e a=0, yp(x) =kx;
e f(x) = P(x) ou P polynéme de degré n
e Si a# 0, on cherche une sol. part. du type y,(x) = Q(x) avec Q
polynéme de degré n = deg P ;
e a =0, on cherche une sol. part. du type y,(x) = x Q(x) avec Q
polyndme de degré n = deg P;

o ¥'(x) = y(x) =2x+3: y, du type y,(x) = a1x + a0 ;
e y'(x) =2x+3:y, du type y,(x) = x (arx + a) = a1x* + aox.

o f(x) = cos(wx + @) + B sin(wx + ¢) : y, du type
Yp(x) = A cos(wx + ) + B sin(wx + ¢)
o y'(x)—y(x) =2sin(x+3) —4cos(x+3); w=1,p=3:y, du type
yp(x) = A sin(x + 3) + B cos(x + 3);
o Si f(x) = a cos(wx + ¢), yp(x) = A cos(wx + ¢) + B sin(wx + ¢) ;
e y'(x) —y(x) =2sin(x + 3) : y, du type
yp(x) = Asin(x + 3) + B cos(x + 3).
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Solution particuliére : cas particuliers

e f(x) = e™ P(x) ou P est un polyndme de degré n
o a#s, yp(x) = €™ Q(x) avec Q polyndme de degré n = deg P;
e a=3s, y,(x) = €™ xQ(x) avec Q polynéme de degré n = deg P.

o ¥'(x) —y(x) = e (2x +3) : y du type
yp(x) = e (a1x + ao) .
o ¥'(x)+y(x)=e"(2x+3) : y, du type

X

Vp(x) = x(a1ix+ ag) e " = (31X2 - aox) e ™.

e Sif=h+hh Yo=yp+Vp
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Exemples

1. Résoudre I'équation différentielle
y/(x) 4+ 2y(x) = 2x + 1

To be continued

2. Résoudre
y'(t) — 4y(t) = cos(3t)
3. Résoudre
2y'(t) + 4y(t) = (t> + t + 1)e !
4. Résoudre
Y(x)+y(x)=(x+1)e~

5. Résoudre
Y'(x)+y(x)=e"
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Objectifs de la séance

1. Pratique des EDL1D a coeff. constants




EDL1D
[e]e]e]o]o]e]elolelel lofolt

Rappels

La solution générale de I'équation y’(x)—ay(x) = 0 est

ya(x)=Ce™, CeR

La solution générale de I'équation y’(x) — ay(x) = f(x) est
ye(x) =Ce™ 4+ y,(x), CeR

ou y, est une solution particuliere de |'équation.
f(x)=k
e 340, yp(x) = —k/a;
° a=0, yp(x) = kx;
f(x) = P(x) ou P polyndme de degré n
e Si a# 0, on cherche une sol. part. du type y,(x) = Q(x) avec Q
polynéme de degré n = deg P;
e a =0, on cherche une sol. part. du type y,(x) = x Q(x) avec Q
polynéme de degré n = deg P;
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Solution particuliére : cas particuliers

o f(x) = a cos(wx + ¢) + B sin(wx + ¢) : y, du type
Yp(x) = A cos(wx + ¢) + B sin(wx + ¢)
e Attention si f(x) = a cos(wx + ¢),
¥p(x) = A cos(wx + ¢) + B sin(wx + ¢)

e f(x) = €™ P(x) ou P est un polynéme de degré n
e a#£s, yy(x) = €™ Q(x) avec Q polyndme de degré n = deg P;
e a=3s, yp(x) = €™ xQ(x) avec Q polyndme de degré n = deg P.

o y'(x)—y(x)=e*(2x + 3) : y, du type
Yo(x) = e " (ax + ao) .
o y'(x)+y(x)=e*(2x +3) : y, du type

—X

Yp(x) = x(a1ix + a) e~ = (alx2 + aox) e

e Sif=H+h, Yo=Yn + ¥
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Exemples

1. Résoudre I'équation différentielle
y'(x)+2y(x) =2x +1

To be continued
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2. Résoudre
y'(t) — 4y(t) = cos(3t)
3. Résoudre Non traité en 2017

2y'(t) + 4y(t) = (> + t+ 1)e !

4. Résoudre
Y'(x)+y(x) = (x+1)e™™

5. Résoudre
Y'(x)+y(x)=e"
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Exercice 1 — Fiche 1

1. Résoudre sur R
Y'(x)+3y(x) =x+1

2. Intégrer I'équation différentielle
y' — 4y = (2x + 3)e"
3. Intégrer I'équation différentielle
y' —4y =¢€"

4. Résoudre sur R
y' — by = cos(4t)

5. Idem pour Non traité en 2017
y' — By = cos(4t) + sin(2t)

6. Résoudre
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Objectifs de la séance
1. Equa. diff. linéaires du 1°" ordre homogenes
2. Méthode de la variation de la constante
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e a:/ — R, f: | — R deux fonctions continues
e On cherche les solutions de I'équa. diff. (L)

wxel, y(x) - alx)y(x) = f(x).
e On commence par I'équation sans second membre

Théoréme
La solution générale de |'équation

Vx el y'(x)—alx)y(x) =0

est :
)/h(X) = CeA(X)a Ce Ra

ou A est une primitive de a sur |.

e Primitive : pour x € I, A'/(x) = a(x)
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Exemples

1. Trouver les solutions sur | — 1, +o0o[ de

, y(x)
y(X)—X+1—

2. Trouver les solutions sur | — 1, +o0[ de

y'(x) + 2){{;()1 =0.

3. Trouver les solutions sur |0, +-oc[ de

xy'(x) 4+ (x + 1)y(x) = 0.
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Equation compléte

Théoréme
La solution générale de I'équation

Vx €1, y'(x) —a(x)y(x) = f(x)

est yg(x) = yn(x) + yp(x) ou
1. yp est la solution générale de I'équation homogéne associée

2. yp est une solution particuliere de I'équation

e Si y, est une solution particuliere, la solution générale est
ve(x) = Ce*™ 1y (x), CeR, A primitive de a

e |l faut donc savoir trouver des solutions particuliéres
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Variation de la constante

e On cherche une solution particuliére sous la forme

¥p(x) = u(x) et

® y, est solution particuliere si et seulement si
v (x)e*™) = f(x) clest adire u'(x) = f(x)e AKX

o Il suffit de trouver une primitive u(x) de f(x)e=*®*) pour obtenir une
solution particuliere

Théoreéme
Soient A une primitive de a sur | et u une primitive de f(x)e=*®) sur . La
solution générale de y'(x) — a(x)y(x) = f(x), pour x € I, est

Ye(x) = (C + u(x)) ™, CeR.
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Exemples

1. Trouver les solutions sur | — 1, +oc[ de

: y(x)
ST AV}
y() - p=x+
2. Trouver les solutions sur | — 1, +o0[ de
2x
/ 2.y(X) — € .
y(x)+ x+1 x+1

3. Trouver les solutions sur ]0, +-o00[ de

xy'(x) + (x + 1)y(x) = cos(x)e™.
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Probleme de Cauchy

e Soient xg un point de /, yy € R.

Théoréme
L'équation différentielle

Vx el y'(x) —alx)y(x) = f(x)
posséde une unique solution vérifiant : y(xo) = yo.

e La condition y(xp) = yo fixe la valeur de la constante C de la solution
générale de I'équation
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Exemples
1. Trouver la solution sur | — 1, 400 de
/ y(x)
_ A7) 2
y() - p=x+
vérifiant y(0) = 3.
2. Trouver la solution sur | — 1, +o0[ de
2x
y(x)+ x+1 x+1
vérifiant y(0) = 0.
3. Trouver les solutions sur ]0, +-o00[ de Non traité en 2017
xy'(x) + (x + 1)y(x) = cos(x)e™
vérifiant limy_0 y(x) = 1. Idem pour lim,_,o y(x) = 2.
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Séance de TD
1. Fiche 1 — Exercice 3
2. Fiche 1 — Exercice 4 — Questions 1 et 3
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Séance de TD

e Fiche 1 : Exercice 4 — Question 4 + Exercice 5
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