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Exercice 1. Soit (uy),cn la suite numérique définie par u, = CFEICETR
n n

Puisque n’u,, — 1 lorsque n — 400, la régle de Riemann avec o = 2 > 1 entraine la
convergence de la série numérique Z Upy.
n=0
Pour tout entier n > 0, on a
1 1 1

(n+3)(n+4) T n+3 ntd’

ce qui conduit &

" wiowy 1
kzoms k+4) Zk+3 Zk+4 ZE kzk: 3 n+4’

k=3

Il en résulte que la suite (Sy,)

hen des sommes partielles converge (redonnant ainsi la convergence

“+o00
de la série numérique Zun) et a pour limite S = Z un, = 1/3.
n=0 n=0

Exercice 2.
e Point 1) :

Soit (un),, la suite numérique définie par u,, =
Pour tout entier n > 9, on a
In(n) > In(9) = 21n(3) > 21In(e) = 2,
d’out
0 < up =n/(In(n))" 1 <n/2" ! = v,

Or n?v, — 0 lorsque n — 400, ce qui entraine la convergence de la série numérique E Un
n=9

(régle de Riemann avec a = 2 > 1), et donc celle de Z Un,.
n=2

Remarque (preuve utilisant la régle de Cauchy) :
Pour tout entier n > 2, on a 0 < u, = nln(n)/(In(n))® < n?/(In(n))" (car Int <t — 1<t
pour tout réel ¢ > 0) et par suite

Vum < n?"/In(n) = 20/ In(n) — x0=0 lorsque n — +oo0.

Cette limite étant strictement inférieure a un, la série numérique E u, converge d’apres la régle

n=2
de Cauchy.
e Point 2) :
1
Soit (un),en 12 suite numérique définie par u,, = @n 1T



Pour tout entier n > 1, on a u,, > 0 et

(2n—1)22"1  (2n—1) o
(2n +1)220+1 — (2n 1) 22

Upt1/Up = — 1/4 lorsque n — +oo.

Cette limite étant strictement inférieure & un, la série numérique E u,, converge d’apres la regle

n=>0
de d’Alembert.
Remarque (preuve utilisant le théoréme de comparaison) :
Pour tout entier n > 2, on a
0< 2 X 1 O
W — il z
S (2n—1) "4 T 4
puisque 2/(2n — 1) < 1.
1 n
Comme on a [1/4] < 1, la série géométrique Z <4) converge, et donc Z uy, aussi d’aprés
n=0 n=2
le théoréme de comparaison.
e Point 3) :
Soi | ) . fini _ cos(n?)
oit (un),en 12 suite numérique définie par u, = e
Pour tout entier n > 1, on a
1 4
0§’Un|<mgl/nv

ce qui prouve que la série numérique E uy, converge (absolument) puisque la série de Riemann
n=0
d’exposant o = 4 > 1 converge.

e Point 4) :

Soit (u la suite numérique définie par u,, = )
(U)o d pat tn nln(n)

Remarquons tout d’abord que la série numérique Z uy, est alternée avec |u,| — 0 lorsque

n=2
n — 400.

Par ailleurs, pour tout entier n > 2, on a

1 1
(n+1)In(n+1) nln(n)
nln(n) — (n+1)In(n + 1)

n(n+1)In(n)In(n + 1)
n[ln(n) —In(n +1)] — In(n + 1)
n(n+1)In(n)In(n + 1)

[Un1| — |un]

< 0.

Ainsi, la suite (|upl),, est décroissante, ce qui entraine que la série numérique E Uy, converge
n=2
d’aprés la régle de Leibniz.

e Point 5) :

Soit (un),en 12 suite numérique définie par u,, =



Pour tout entier n > 1, on a u,, > 0 et

_nl(2n)" (2n + 2)! _ 2n+1 n N 2041 )]
i/ = X G e nrl \ari1) T a1

nlnjn/(n+1)] = nln[l—-1/(n+1)] ~ —n/(n+1) — —1 lorsque n — 4o0.

Il en résulte que up 1/u, — 2xe~! = 2/e < 1 lorsque n — +o0, d’oul la convergence de la

série numérique Z uy, d’aprés la régle de d’Alembert.
n=0

e Point 6) :
Soit (un),cn la suite numérique définie par u,, = eV,

Sachant qu’on a z*

e~* — 0 lorsque £ — 400, on en déduit n?u,, — 0 lorsque n — +oo
(avec z = /n — +00), ce qui montre que la série numérique E u, converge d’aprés la régle

n=0
de Riemann avec v = 2 > 1.

Remarque :
Pour tout entier n > 0, on a u, > 0 et

Upt1/Un = eV —Vntl _ o=l/(Vntvntl) 0 g lorsque n — +0o0,

ce qui ne permet pas de conclure ici & 'aide de la régle de d’Alembert (et donc avec celle de
Cauchy non plus).

Exercice 3.

1. Soit n>0.On a:

Bupt1 + upn
Untl = Unt —Untl =~ ~ Untl
Up — Up1 1
= T = gl )
1
= ——up.

1

Autrement dit, (vy,) est une suite géométrique de raison et de premier terme vy =

-1,
Uy — Uy = —1.
1
2. La série de terme général (v,) est (absolument) convergente car | — 1| < 1. De plus la
1 4
somme de la série géométrique » vy, que 'on notera S, est égale a 131 =
4

Il en va donc de méme de la série télescopique Y upy1 — up. Or, un calcul direct (ou un
résultat du cours) montre que cette série télescopique est convergente ssi (uy,) converge vers
une limite ¢ € C. Et dans ce cas, la somme S de Y u, 1 — u, est donnée par :

S:€—UO.

Ou encore :



Exercice 4.

1. Soitn>1.0nal+ nzun > nu, et, comme u, = 0,

Up, 1
Ot s 14+ n2u, gﬁ'

La série Y n~2 étant convergente (série de Riemann avec a = 2 > 1), il en va de méme de
la série > v, d’aprés le résultat de comparaison sur les séries a termes positifs.
2. (a) Soit n > 0. Puisque uy, > 0, 1 +up, > 1 et

Un
1+ u,

0w, = < up.

D’aprés le résultat de comparaison sur les séries a termes positifs, > w, converge
puisque Y u, est convergente.
(b) Soit n > 0. Comme u, >0, on a0 < w, <1 et (14 uy)w, = u,; par conséquent
Wn,

Upy = —.
1—w,

Puisque ) w,, converge, lim,,_,~, w, = 0; en particulier, il existe un entier p tel que,
1
pour tout n = p, wy, < 3 soit 1 — wy, > 7 Pour tout n > p, on a, puisque w, > 0,
w
0<w, <Up = ——— < 2wy,
1—w,

> uy, est convergente d’aprés le résultat de comparaison sur les séries a termes positifs.



