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Exer
i
e 1(Questions diverses)
• Point 1) :Soit (un)n∈N la suite numérique dé�nie par un := e−

√
n.Sa
hant qu'on a x4e−x −→ 0 lorsque x −→ +∞, on en déduit n2un −→ 0 lorsque n −→ +∞(ave
 x :=

√
n −→ +∞), 
e qui montre que la série numérique ∑

n>0

un 
onverge d'après la règlede Riemann ave
 α := 2 > 1.Remarque :Pour tout entier n > 0, on a un > 0 et
un+1/un = e

√
n−

√
n+1 = e−1/(

√
n+

√
n+1) −→ e0 = 1 lorsque n −→ +∞,
e qui ne permet pas de 
on
lure i
i à l'aide de la règle de d'Alembert (et don
 ave
 
elle deCau
hy non plus).

• Point 2) :Pour x ∈ R, la série numérique ∑
n>0

xn étant géométrique de raison x, elle 
onverge si, etseulement si, on a x ∈ ]−1, 1[.
• Point 3) :On a +∞∑

n=0

xn =
1

1− x
pour tout x ∈ ]−1, 1[.

• Point 4) :Soit (ϕn)n∈N la suite de fon
tions de R dans R dé�nie par ϕn(x) := xn.Pour tout entier n > 0 et tout réel x ∈ [0, 1/2], on a |ϕn(x)| = xn 6 (1/2)n.Comme on a |1/2| < 1, la série géométrique ∑
n>0

(1/2)n 
onverge, et don
 la série de fon
tions
∑
n>0

ϕn 
onverge normalement sur [0, 1/2].



• Point 5) :
∗ Point (a) :Pour tous n > 1 entier et x ∈ R, on a |fn(x)| = | cos(n3x2)|/n 6 1/n −→ 0 lorsque n −→ +∞.Ce
i prouve que la suite de fon
tions (fn)n>1 
onverge uniformément vers 0 sur R.
∗ Point (b) :Puisque (fn)n>1 est une suite de fon
tions intégrables sur [0, 1] au sens de Riemann (
ar 
ontinuessurR) qui 
onverge uniformément vers 0 sur 
e segment, on a ∫ 1

0

fn(x)dx −→
∫ 1

0

0dx = 0 lorsque
n −→ +∞.

Exer
i
e 2
• Point 1) :Pour tous x ∈ [−1, 1] et n > 1 entier, on a fn(x) =

xn

n + x2
−→ x/1 = x lorsque n −→ +∞.Ainsi (fn)n>1 
onverge simplement sur [−1, 1] vers la fon
tion f : [−1, 1] −→ R dé�nie par

f(x) := x.
• Point 2) :Pour tous n > 1 entier et x ∈ [−1, 1], on a

|fn(x)− f(x)| = |x|3
n+ x2

6
1

n+ x2
6 1/n −→ 0 lorsque n −→ +∞.Ce
i montre que la suite de fon
tions (fn)n>1 
onverge uniformément vers f sur [−1, 1].

Exer
i
e 3
• Point 1) :Pour x ∈ R �xé, on a un(x) > 0 pour tout entier n > 1 et

un+1(x)/un(x) =
n

n + 1
e−x −→ e−x lorsque n −→ +∞.Cette limite étant stri
tement inférieure à un pour x > 0 et stri
tement supérieure à un pour

x < 0, la règle de d'Alembert entraîne que la série numérique ∑
n>1

un(x) 
onverge pour x > 0 etdiverge pour x < 0.En�n, pour x := 0, on a un(x) = un(0) = 1/n pour tout entier n > 1. La série numérique∑
n>1

un(x) est don
 i
i divergente 
ar égale à la série harmonique.Con
lusion : étant donné x ∈ R, la série numérique ∑
n>1

un(x) est 
onvergente si, et seulementsi, on a x > 0.



• Point 2) :Fixons un réel a > 0 arbitraire.Pour 
haque entier n > 1, la fon
tion un : R −→ R est dérivable ave
 u′
n(x) = −e−nx pourtout x ∈ R, d'où l'on tire

|u′
n(x)| = e−nx

6 e−na = (e−a)npour tout x > a.Comme on a |e−a| < 1, la série géométrique ∑
n>1

(e−a)n 
onverge, et don
 la série de fon
tions
∑
n>1

u′
n 
onverge normalement sur ]a,+∞[.Ainsi, les séries de fon
tions ∑

n>1

un et ∑
n>1

u′
n 
onvergent respe
tivement simplement et unifor-mément sur l'intervalle ]a,+∞[, 
e qui implique que la somme S : ]0,+∞[ −→ R est dérivablesur ]a,+∞[ ave
 S ′(x) =

+∞∑
n=1

u′
n(x) pour tout x > a.Puisque le point pré
édent est valable pour a > 0 quel
onque et que la dérivabilité est unenotion lo
ale, il en résulte que la fon
tion S est dérivable sur ⋃

a>0

]a,+∞[ = ]0,+∞[ ave

S ′(x) =

+∞∑
n=1

u′
n(x) = −

+∞∑
n=1

(e−x)n = 1 − 1

1− e−x
=

−e−x

1− e−xpour tout x > 0.Remarque :Étant donné x > 0, on peut aussi faire le 
al
ul suivant :
S ′(x) =

+∞∑
n=1

u′
n(x) = −

+∞∑
n=1

(e−x)n = −e−x×
+∞∑
n=1

(e−x)n−1 = −e−x×
+∞∑
n=0

(e−x)n =
−e−x

1− e−x
.Cette façon de pro
éder pour déterminer la somme d'une série géométrique dont l'indi
e dedépart est non nul est généralement plus rapide que la pré
édente ; en e�et, pour tous n0 ∈ Net z ∈ C tel que |z| < 1, on a

+∞∑
n=n0+1

zn =
+∞∑
n=0

zn −
n0∑
n=0

zn =
1

1− z
− 1− zn0+1

1− z
=

zn0+1

1− z
,mais il est préférable de 
al
uler ainsi :

+∞∑
n=n0+1

zn =

+∞∑
n=0

zn+n0+1 = zn0+1×
+∞∑
n=0

zn =
zn0+1

1− z
.

• Point 3) :Pour x > 0 �xé, on a 0 6 un(x) = e−nx/n 6 e−nx = −u′
n(x) pour tout entier n > 1, 
e qui
onduit à 0 6 S(x) 6 −S ′(x) après avoir sommé sur n de 1 à +∞.



• Point 4) :Lorsque x −→ +∞, on a −S ′(x) = e−x/(1 − e−x) −→ 0/(1 − 0) = 0, 
e qui entraîne paren
adrement S(x) −→ 0 d'après le point 3.Remarque (deuxième preuve) :Pour tous n > 1 entier et x ∈ [1,+∞[, on a |un(x)| = e−nx/n 6 e−nx 6 e−n = (1/e)n.Comme on a |1/e| < 1, la série géométrique ∑
n>1

(1/e)n 
onverge, et don
 la série de fon
tions
∑
n>1

un 
onverge normalement sur [1,+∞[.Par suite, la 
onvergen
e uniforme de ∑
n>1

un sur [1,+∞[ permet d'appliquer le théorème d'in-terversion des limites et d'é
rire
lim

x→+∞
S(x) = lim

x→+∞
x> 1

S(x) =
+∞∑
n=1

lim
x→+∞
x> 1

(e−nx/n) =
+∞∑
n=1

0 = 0.Remarque (troisième preuve) :D'après la deuxième inégalité du point 3, pour tout x > 0, on a
0 > [S ′(x) + S(x)]ex = S ′(x)ex + S(x)(ex)′ = [S(x)ex]′,
e qui montre que la fon
tion S × exp est dé
roissante sur ]0,+∞[.En parti
ulier, pour tout x > 1, on peut é
rire S(x)ex 6 S(1)e1 =: C ∈ R, d'où l'on tire

S(x) 6 Ce−x −→ 0 lorsque x −→ +∞.Or, par en
adrement, 
e
i entraîne S(x) −→ 0 lorsque x −→ +∞ puisqu'on a 0 6 S(x) pourtout x > 0 d'après la première inégalité du point 3.Comme pour tout x > 0 on a [ln(1− e−x)]′ = e−x/(1− e−x) = −S ′(x) (voir le point 2), il vient
S(x) = −ln(1− e−x) + α, où α est une 
onstante réelle.En faisant alors x −→ +∞, on obtient 0 = −ln(1) + α, 
'est-à-dire α = 0, 
e qui donne�nalement S(x) = −ln(1− e−x) pour tout x > 0.
• Point 5) :
∗ Point (a) :Lorsque x −→ 0 ave
 0 < x < 1, on a 1 − e−x = x − x2/2 + o(x2) = x[1 − x/2 + o(x)],d'où S(x)/| ln x| = 1 + ln[1− x/2 + o(x)]/ ln x (sa
hant que | lnx| = −ln x), 
e qui entraîne
S(x)/| ln x| −→ 1 + 0 = 1.
∗ Point (b) :Soit (vn)n>1 la suite de fon
tions de ]0, 1/2] dans R dé�nie par vn(x) := un(x)/| ln x|.Comme on sait déjà que ∑

n>1

un 
onverge simplement sur ]0,+∞[ et a pour somme S d'aprèsle point 1, la série de fon
tions ∑
n>1

vn 
onverge simplement sur 
et intervalle aussi et a poursomme F : ]0,+∞[ −→ R donnée par F (x) := S(x)/| ln x|.



Par 
onséquent, si la série de fon
tions ∑
n>1

vn 
onvergeait uniformément sur ]0, 1/2], 
'est vers
F qu'elle le ferait.On pourrait alors appliquer le théorème d'interversion des limites et é
rire

lim
x→0+

F (x) = lim
x→ 0

x∈]0,1/2]

F (x) =

+∞∑
n=1

lim
x→ 0
x∈]0,1/2]

[e−nx×1/(n| ln x|)] =

+∞∑
n=1

(1×0) = 0,
e qui est faux d'après le point (a) pré
édent.Con
lusion : la série de fon
tions ∑
n>1

vn ne 
onverge pas uniformément sur ]0, 1/2].
◭ The end ◮


