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Exercice 1
(Questions diverses)

e Point 1) :

Soit (uy),cn la suite numérique définie par u,, = e~V

Sachant qu’on a z*e™® — 0 lorsque # — 400, on en déduit n?u, — 0 lorsque n — +o0
(avec x = y/n — 400), ce qui montre que la série numérique Zun converge d’aprés la régle

n=>0
de Riemann avec o« = 2 > 1.

Remarque :
Pour tout entier n > 0, on a u,, > 0 et

Ungr Uy = eV 7VIHL = omVVRdvndD) o 0 — 1 Jorsque n — 400,

ce qui ne permet pas de conclure ici & I’aide de la régle de d’Alembert (et donc avec celle de
Cauchy non plus).

e Point 2) :
Pour z € R, la série numérique E ™ étant géométrique de raison x, elle converge si, et

n>=0
seulement si, on a x € |—1,1].

e Point 3) :

+oo
1
On a %x" =1 pour tout x € |1, 1].

e Point 4) :
Soit (¢n),en la suite de fonctions de R dans R définie par ¢, (x) = 2.

Pour tout entier n > 0 et tout réel x € [0,1/2], on a |p,(z)| = 2™ < (1/2)".
Comme on a |1/2| < 1, la série géométrique 2(1/2)" converge, et donc la série de fonctions
n=0

Z ¢, converge normalement sur [0, 1/2].

n=0



e Point 5) :

* Point (a) :

Pour tous n > 1 entier et x € R, on a |f,(x)| = | cos(n®*z?)|/n < 1/n — 0 lorsque n — +oc.
Ceci prouve que la suite de fonctions (f,),., converge uniformément vers 0 sur R.

* Point (b) :
Puisque (f,),~, est une suite de fonctions intégrables sur [0, 1] au sens de Riemann (car continues
1

1
sur R) qui converge uniformément vers 0 sur ce segment, on a / fo(z)dz — [0dz = 0 lorsque
0 0

n — +00.
Exercice 2
e Point 1) :
Pour tous « € [—1,1] et n > 1 entier, on a f,(z) = ik 5 — /1 = x lorsque n — +o0.
x
Ainsi (f,),-; converge simplement sur [—1,1] vers la fonction f : [~1,1] — R définie par
f(z) = x.
e Point 2) :

Pour tous n > 1 entier et z € [—1,1], on a

o) - flw) = 12 ]

- ~
n+ax2  n+a?

<1/n— 0 lorsque n — +o0.

Ceci montre que la suite de fonctions (f,),-, converge uniformément vers f sur [-1,1].

Exercice 3
e Point 1) :
Pour z € R fixé, on a u,(x) > 0 pour tout entier n > 1 et
n _ _
Ups1(z) Jun(x) = 1 T — e ® lorsque n — +o00.
n

Cette limite étant strictement inférieure & un pour x > 0 et strictement supérieure a un pour

x < 0, la régle de d’Alembert entraine que la série numérique Z un(z) converge pour z > 0 et
n=1
diverge pour z < 0.

Enfin, pour z = 0, on a u,(z) = u,(0) = 1/n pour tout entier n > 1. La série numérique
Z u,(z) est donc ici divergente car égale a la série harmonique.

n>1

Conclusion : étant donné z € R, la série numérique E u, () est convergente si, et seulement
n>1
si, on a z > 0.



e Point 2) :
Fixons un réel a > 0 arbitraire.

Pour chaque entier n > 1, la fonction u,, : R — R est dérivable avec u) (z) = —e ™" pour
tout x € R, d’ou 'on tire
[up(2)] = e < e = (e)"
pour tout z > a.
Comme on a |e % < 1, la série géométrique Z(e_“)" converge, et donc la série de fonctions
n>1
Z u,, converge normalement sur |a, +00].

n>1

Ainsi, les séries de fonctions Z Uy, et Z u!, convergent respectivement simplement et unifor-
n=1 n>1
mément sur l'intervalle ]a, +oo[ ce qui implique que la somme S : ]0, +00] — R est dérivable

sur |a, +oo[ avec S’(z Zu ) pour tout = > a.

Puisque le point précédent est valable pour a > 0 quelconque et que la dérivabilité est une

notion locale, il en résulte que la fonction S est dérivable sur U]a, +o00[ = 10, +00] avec
a>0

—T

400 o0 1 e
— / = — —T\n _— 1 _ — g _—

pour tout x > 0.

Remarque :
Etant donné x > 0, on peut aussi faire le calcul suivant :

—T

+00 +00 +00 +oo s
:Zu'n(:c) = —Z(e’x)” = —e 7 ><z:(e’”‘“)”’1 = —e " xZ(e’x)” =T o=
n=1 n=1 n=1 n=0 — €

Cette facon de procéder pour déterminer la somme d’une série géométrique dont I'indice de
départ est non nul est généralement plus rapide que la précédente; en effet, pour tous ng € N
et z € C tel que |z] <1, o0n a

1 — Zno—I—l Zn0+1
> Z Z - T 1Tz
n=ng+1
mais il est préférable de calculer ainsi :
1 1 ot
n+no+1 __ n0+
= X .
> Z Z =
n=ng-+1

e Point 3) :
Pour z > 0 fixé, on a 0 < u,(x) = e ™/n < e = —u! (x) pour tout entier n > 1, ce qui

conduit & 0 < S(x) < —S5'(z) aprés avoir sommé sur n de 1 & +o0.



e Point 4) :
Lorsque * — +o00, on a —S'(z) = e /(1 —e®) — 0/(1 — 0) = 0, ce qui entraine par
encadrement S(z) — 0 d’aprés le point 3.

Remarque (deuxiéme preuve) :
Pour tous n > 1 entier et z € [1,+00[, on a |u, ()] =e ™ /n < e ™ <e ™ = (1/e)".

Comme on a |1/e| < 1, la série géométrique Z(l/e)" converge, et donc la série de fonctions
n=1

E u,, converge normalement sur [1, +oo.
n=>1

Par suite, la convergence uniforme de Z u, sur [1,4+o00[ permet d’appliquer le théoréme d’in-

n=1
terversion des limites et d’écrire
+o0 “+o0
limS(z) = limS(x) = lim (e7™/n) = E 0 = 0.
xr——+00 xr — +00 xr — +00
z>1 n=1 z>1 n=1

Remarque (troisiéme preuve) :
D’aprés la deuxiéme inégalité du point 3, pour tout z > 0, on a

0= [S"(z) + S(z)]e” = S'"(x)e” + S(z)(e”) = [S(x)e”]',

ce qui montre que la fonction S x exp est décroissante sur ]0, +00].
En particulier, pour tout z > 1, on peut écrire S(z)e® < S(1)e! = C € R, d’ou l'on tire
S(z) < Ce ™ — 0 lorsque x — +o0.

Or, par encadrement, ceci entraine S(z) — 0 lorsque x — +00 puisqu’'on a 0 < S(x) pour
tout x > 0 d’apres la premiére inégalité du point 3.

Comme pour tout x > 0 on a [In(1 —e ™)) = e /(1 —e*) = —5'(x) (voir le point 2), il vient
S(z) = —In(1 — e™®) + a, ol v est une constante réelle.
En faisant alors © — 400, on obtient 0 = —In(1) + «, c’est-a-dire « = 0, ce qui donne

finalement S(z) = —In(1 — e~*) pour tout z > 0.

e Point 5) :
* Point (a) :
Lorsque © — O avec 0 < z < l,ona l—e™® =z — 2%2 + o(2?) = z[1 — 2/2 + o(x)],
d’ot S(x)/|Inz| = 1 4 In[l —x/2 + o(z)]/Inx (sachant que |Inz| = —Inzx), ce qui entraine

S(x)/|Inz| — 14+ 0=1.

« Point (b) :
Soit (vy,),-; la suite de fonctions de ]0,1/2] dans R définie par v, (7) = u,(v)/|Inz|.

Comme on sait déja que E u, converge simplement sur ]0, +o0o[ et a pour somme S d’aprés
n>1
le point 1, la série de fonctions E v, converge simplement sur cet intervalle aussi et a pour
n>1

somme F' : ]0, +oo[ — R donnée par F(z) = S(z)/| Inx|.



Par conséquent, si la série de fonctions E vy, convergeait uniformément sur ]0, 1/2], c’est vers
n=1

F qu’elle le ferait.

On pourrait alors appliquer le théoréme d’interversion des limites et écrire

+oo 400
$li)r0n+F($) = lim F(z) = Z lim [e7"x 1/(n|Ina])] = Z(lxo) _—
z€]0,1/2] n=1z¢€0,1/2] n=1

ce qui est faux d’apreés le point (a) précédent.

Conclusion : la série de fonctions E v, ne converge pas uniformément sur |0, 1/2].

n=1

« The end »



