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Exercice 1 (6 points). Les trois questions sont indépendantes.
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In(1+ —)
1. Déterminer la nature de la série 3,5, ———*.

_xQn

2. Montrer que la suite de fonctions (f,,) définie par f,(x) = converge uniformément

3n
vers 0 sur R.
3. Pour z € Ry et n € N*, on pose u,(z) = (11 ) :
x
(a) Pour quelles valeurs de x € Ry, la série > u,(z) est-elle convergente ?
+0o0
(b) Pour z > 0, calculer Y u,(z).
n=1
(c) Montrer que la série de fonctions Y,,-; u,, est normalement convergente sur [0, 1].
oo .q 1
(d) Montrer qu’on a : Z/ up (t)dt = 3"
n=1"0
Exercice 2 (4 points). O ide R et n e N, f,(z) 2"
xercice oints). On considere, pour x et n () = ———.
p » P ) 1+ nong?
1. Montrer que la suite (f,,),>1 converge simplement vers 0 sur R
1 1
2. Calculer, pour n > 1, / fn(x)dx puis EEIrl / fo(z)dz.
0 n—+o0 Jo
3. La suite (f,)n>1 converge-t-elle uniformément vers 0 sur R ?
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Exercice 3 (10 points). On consideére, pour n € N* et x > 0, u,(x) = T On rappelle
n2x

+oo 1 7T2
ue —_— = —.
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1. Soit x > 0. Montrer que la série numérique Y- u, () est convergente si et seulement si
x> 0.
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Pour z > 0, on note S(z) = > u,(x).
n=1

2. Soit a > 0. Montrer que S est dérivable sur [a, 400 et exprimer S’ comme une série

de fonctions. En déduire que S est dérivable sur |0, +oo].
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3. Montrer que, pour tout x > 0, 0 < S(x) < g— En déduire 1_1)15{1 S(z).
X x 9]

4. Pour n > 1 et z > 0, on note v, () = — — zun(z).
n
1
(a) Montrer que pour tout > 0, 0 < v,(z) < ——.
ntx
2
(b) En déduire que xl_l}llloo zS(x) = e

Fin de 1’épreuve



