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Les séries numériques — Généralités

e K=RouC
e (Upn)n>o suite dans K

* On forme les sommes

S[):U(), Sn=u0+u1+...+un:Zuk
k=0

1 — xn—i—l

x U, =a"avecr #1, S, =1+x+22>+... +a" = :
—x
x Pourx=1/2,5,=2—-2"" pour x =2, S, = 2" — 1.

e Etude de la suite (Sy)n>0

* On peut souvent dire si (S,) est convergente ou pas : ¢v pour x = 1/2, dv x = 2

* Calcul de la limite difficile en général!

1. Définitions et Exemples.
e Notation : si (u,) est une suite dans K, on note
So = ug, Vn > 1, Sn:u0+u1+...+un:Zuk
k=0

Définition. Soit (uy,),>0 une suite dans K. S,, = ug + ... + uy,.

1. Si la suite de t.g. .S,, est convergente, on dit que la série de t.q. u, est convergente ou
encore que la série > u, converge.

2. Si la suite (S,,)n>0 n’est pas convergente, on dit que la série de t.g. u, est divergente
ou que la série Y u, diverge.

e S, = somme partielle de la série Y u,
x U, =28, =2—2"]

e Sila série Y w, est convergente, la limite de la suite (S,),>0 s’appelle la somme de la
série > u, et se note

+oo
Z Un ou encore, Z Un
n=0 n>0
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* U, =277 S, =2—2""¢et lim, o S, = 2 soit
+o0o +oo
Yo=Y 2F=2
n=0 k=0
e Etudier la nature de la série 3" u,, c’est dire si cette série est convergente ou divergente

Remarque. 1. Si la suite (u,) est définie seulement pour n > ng, on peut considérer la
série Y u, ; les sommes partielles sont alors

n
Sy =Upg ooty = > g
k=ng

Si ces sommes partielles convergent, la limite est ZZ;";O Uk = Yoy Uk

ey, =27 %2 F=1-2"

k=1

2. Soit ng € N. On a, pour n > ny,
Sp=uUp+ ...+ Upy + Ungp1 + ..+ Uy

(Sp) est cv ssi (S, — Sp,) €st cv.

La nature d’une série ne dépend pas des premiers termes de la suite! Par
contre, la valeur de la somme si!

irn = lim (2-27) =2, irn = lim (1-27") = 1.

3. Lorsque Y u, est cv, notons S la limite de (S,,) i.e. S = 3,5 u,. Pour n > 0, le reste
d’ordre n est

Rn:S—Sn:ZukHO, si n — 00.

k>n

Proposition. Si > u, converge, alors limw, = 0.

e En effet, u, =5, — S,_1.

Définition. Lorsque (u,) ne converge pas vers 0, on dit que la série > u,, est grossiérement

divergente (GDV).

Remarque. Attention, la réciproque est fausse!!! On peut avoir limu,, = 0 et > u,, diver-
gente.



Exemples fondamentaux.
1. Série géométrique. Soit z € C. On étudie Y 2", u,, = 2".

n—+1, siz=1,
Sp,=1+z+...+2"={71_ntl
S sizAlL
1—=2
e Si|z| > 1, |u,| = |2"] = |2|™ > 1. La série est GDV'!

o Silz| <1, 2" = 0et

—+00 1
1. Sn p— n pu— .

e Plus généralement, pour |z| < 1 et [ € N,

Zl

“+o0o
Z 2" = .
n=l

11—z

"1
2. Série harmonique. Pour n > 1, u, = 1/n. On note H, = » o On a lim,, o (1/n) =
k=1

1
0 et pourtant Z — diverge!
n

—_

1
e Puisque In(1+z) <z, e > In (1 + k) =In(k+1) —In(k) et H, > In(n+ 1).

e On peut aussi remarquer que

L + +1> ><1 1
=+ . .+ —>nX — ==
n+1 2n 2n 2

H2n - Hn
Si " n~! convergeait, on aurait lim (Hs,, — H,) = 0!!

Proposition. Soit (a,),>0 une suite de K. On note, pour n > 0, u, = ap, — Gpi1.

La série Y~ u, est convergente ssi (an) est convergente et dans ce cas

Z U, = ag — lim a,,.
n>0

e En effet,

S, = Z“k =(ap—a1)+ (a1 —az) + ...+ (a1 — ap) + (an — Gps1) = Gp — 1.
k=0

1 1 1 1
E le. 1. —— V. ——— = — — :
xempre Zn(n—i—l) v nn+1) n n+l1

1 1
2. > In <1 + > diverge : In (1 + > =In(n+1) —In(n)
n n



2. Opérations sur les séries.

Proposition. 1. Siles séries Y- u, et Y v, cv, alors Y (u, +v,) cv et
Zun—i—vn Zun+Zvn
n>0 n>0 n>0

2. 81> uy, cv, alors, pour tout A € K, Y- (Au,) cv et

Z (Auy) = A Zun

n>0 n>0
Corollaire. Soit A # 0. Les séries > u, et > (Au,) ont méme nature.
Remarque. 1. La somme d’une série convergente et d’une série divergente est divergente
2. On ne peut rien dire pour la somme de deux séries divergentes :

(a) up, = v, = 1/n, >(u, + v,) diverge
(b) u, =1/n, v, =—-1/(n+1), up, +v, = 1/(n(n+ 1)), >(u, + v,) converge

Proposition. Soit (u,) une suite complezxe ; u, = a, + 1b,.

Su, cv ssi >, a, et > b, cv et dans ce cas

Z U, = Z ay, +1 Z by, Re (Z un> = Z Re(u,), Im (Z un) = Z Im(uy,).

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

3. Convergence absolue.

Définition. Soit Y u, une série dans K. Si la série Y |u,| est convergente, on dit que la
série de t.g. u, est absolument convergente (ACV).

Théoréme. Une série absolument convergente est convergente et |3 u,| < 3 |uy,|

inf
Exemple. La série de t.g. u,, = — est c¢v pour tout 6 € R et
n(n+1)
+o0 6in9 +o0 1
_ - < E—
;n(n+1) _nz::ln(n—i—l)
e Attention : la réciproque est fausse.
—1)"
* Série harmonique alternée. u, = (=1) .
n

Définition. Si la série Y u, est convergente et la série Y- |u,| divergente, on dit que la série
de t.g. u, est semi-convergente (SCV).

e La série harmonique alternée est SCV.



Remarque. Si Y |u,| est GDV, >, est aussi GDV'!

Preuve du théoréme. o On montre que le suite (S,,) est de Cauchy

e Puisque Y |u,| est cv, T), = Y}_, |ug| est de Cauchy.

e Soit € > 0, il existe p > 0 tel que |T,, — T;,| < e dés que p < n < m.
e D’apres l'inégalité triangulaire, si p < n < m,

1Sy — S| = |tna1 + Unaa + oo 4 U] < |tngr] + [tnao] + - um| = [T — Tl < e

e On suppose que Y |u,| cv.

e Pour 'inégalité, on envoie n — oo, dans I'inégalité

n
D

k=0

n

<|Tal =) lul.

k=0

‘Sn’ =




