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Séries a termes positifs

e Dans ce chapitre, u,, > 0, pour tout n, et on étudie > u,.

e Ona S, —S,_1 =u, >0:(S,) est croissante !

1. Généralités.

Proposition. Soit (u,)n,>0 une suite de réels positifs.

> u, converge ssi les sommes partielles sont majorées i.e il existe K > 0 tel que

Vn >0, Sn:Zuk:u0+...+un§K
k=0

e Siu, >0et> u, diverge on a S,, — +00 : on écrit parfois 3°,,~qu, = +00.

Théoréme (Comparaison). Soient > u, et > v, deur séries a termes positifs telles que,
pour tout n >0, 0 < u, < v,.

1. 813 vy, cv, alors Yo uy, cv et 0 <32 s0Up < 30,50 Un.
2. 51> u, dv, alors > v, dv.

Remarque. Il suffit d’avoir I'inégalité 0 < u,, < v, vérifiée pour tout n > ng, pour obtenir
la conclusion du théoréme.

Démonstration. On a S, = > g<p<n tr < T = Dg<p<n Uk
e Si (7T},) est majorée, il en va de méme de (.5,)

e Si (S,) n'est pas majorée, (T,,) ne Iest pas non plus

O
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Remarque. Retour sur ACV implique CV
e Cas u, réel. Notons v, = |u,| — u,. D’apres U'inégalité triangulaire, v, = |v,| < 2|u,|.

> v, cv. Comme u, = |u,| — vn, > u, est convergente.

e Casu, € C:u,=a,+1b, Onala,| < |u,| et |bn] < |un|- X a, et b, sont ACV. Pas fait
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Corollaire. Soient (u,) da termes positifs et (v,) d termes strictement positifs.

u
1. Silim — =1> 0 alors Y u, et S v, ont méme nature.
Un

Up,
2. 87 lim— =0 et > v, cv alors Y, u, cv.
Un

3l

U ) )
Démonstration. 1. 11 existe ng tq, pour n > ng, |— — l’ < 3 soit un§ <, < un§
(%%

2. 1l exite ng tq, pour n > ng, u, < v,.

e Bien penser aux équivalents pour les séries a termes positifs!

1 1 L Uy,
Exemple. 1. upy=—,v,=——. lim— =1:> v, cvdonc Y u, cv.
n? n(n+ 1) Un,
1 1
2. up=—, v, =1In <1 + ) : > v, dv donc > u, dv
n n

3. U, = %, Vp = 712 On vient de voir que Y v, cv; par suite, Y. u, cv

2. Comparaison a une série géométrique.

Théoréme (Regle de d’Alembert). Soit > u,, une série a termes strictement positifs. On
Un+1
=1.

suppose que lim
Unp

1. Sil <1, la série Y. u, converge;

2. sil>1, la série Y u, est GDV

e Sil/ =1 on ne peut rien dire!

*x U, =1/n:Yu, dv

*x U, =1/n?: S u, cv

Démonstration. On écrit, pour n > ny,

U, Un—1 Uny+1
X X X 2
Up—1 Up—2 uno

Uy = X Uy

e Dans le premier cas, il existe ng et k£ < 1 tels que, pour tout n > ng,

Unp+1
U,

<k, et u, <E"Tu,.

e Dans le second cas, il existe ng et k > 1 tels que, pour n > ng, U1 /u, >k et

U
ZH <k, et wu,>k""uy > U, >0.
n



Exemple. Etude de la série de t.g. u, = n2z".

e Siz=0,u,=0!Rien a faire!

e Pour x # 0, Il ne s’agit pas nécessairement d’'une série a termes positifs. On regarde

I'ACV : on a lim [tn1 = |z|; d’apres la regle de d’Alembert

|t
* Si|z| <1, la série Y- u, est ACV
*x Si|z| > 1,3 |u,| est GDV donc Y u, est aussi GDV

x Si |z] =1, on ne peut pas conclure. Mais |u,| = n* — oo donc ¥ u,, est GDV

Théoréme (Regle de Cauchy). Soit Y- u,, une série a termes positifs ou nuls. On suppose

que lim /u, = L.

1. Sil <1, > u, est convergente

2. Sil>1, > u, est GDV
e Rappel, si u, > 0, /u, = ul/" = enw)/n,
Démonstration. 1. Il existe ng et k < 1 t.q. pour n > ng, Yu, < k soit u,, < k".

2. Il existe ng et k > 1 t.q. pour n > ng, /u, > k soit u, > k"™ — 4o0.

e On utilise cette regle quand u,, comporte des puissances n-iemes.

Exemple. Etude de la série de t.g. u, = 2™/n™. Ce n’est pas une série a termes positifs, on
étudie d’abord 'ACV. On a {/u,, = |z|/n — 0. D’apres le critere de Cauchy, la série Y u,
est ACV.

3. Comparaison a une série de Riemann.
Définition. Soit o un réel. La série de terme général — s’appelle la série de Riemann.
na
2, . Ve . 1 .
Théoreme. La série de tg — est convergente ssi a > 1.
nOt

1
Démonstration. e Sia <0, — ne tend pas vers 0 : la série est GDV
n

e Si0<a<1. Pourtoutn>1,

1 1
n=n*xn"%>n* - < —.
n ne
. . 1
Nous avons vu que Z — dv il en va de méme de Z —
n ne

3



1
e Soit a > 1. Considérons la fonction f(x) = ——— définie sur |0, +-oo[. L’égalité des AF
v
donne, pour tout n > 2, I'existence d'un c tel que n — 1 < c < n et

1 1 oy _a—1 _a—1
(n—1)°1  (n)ot =(m—(n-1)f(c) = >

COL

fn)=fln—1) =

na

= 0, la série télescopique de t.g. —

* Puisque a — 1 > 0, lim (n— 1)1 a1

noc—l
converge.

a—1

* Il en va de méme de la série de t.g. ——
n

1
* Par conséquent la série Z —estcvsia > 1.
n

O]
e Il faut connaitre le résultat sur les séries de Riemann par cceur!!
Critere de Riemann. Soit > u, une série a termes positifs ou nuls et soit a > 0.
1. Silimn%u, =1>0, > u, cv ssi a > 1.
2. Sia>1etlimn“u, =0, > u, cv.
3. Si limnu,, = +o0, Y u, est divergente.
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Démonstration.  Csq du théoreme de comparaison !
* Cas1:>Y u, et n™®ont méme nature
* Cas 2 : pour n > ng, u, < n-“.
* Cas 3 : pour n > ng, Uy, > n 1
O]
. . 1
Exemple. 1. Etude de la série de t.g. u, = ————
(Inn)
L4 nzun = elnffllrzl(zln) = elnn(z_ln(lnn)) — 0)

e > u, est convergente puisque 2 > 1

_]_ n
2. Série harmonique alternée — On étudie la série de terme général u,, = (=1) . On a,

n
pour tout n > 1,
11 1 1 1 " n
G Lyl 1l (e )
? [ R R I ,; 2k—1 k; 2k2k:—1)



2

1
——— —— — le critére de Riemann montre que Ss,, converge vers [ € R.
2n(2n — 1) 4

D’autre part, nous avons, pour n > 1,

Puisque

Soni1 = Sy —
S R P |

_1)n

Comme (.S3,) et (S9,41) converge vers [, lim S,, = [. La série Z g

(="
n

est une série semi-convergente. On verra que la valeur de la somme est — In(2).

est convergente.

Comme d’autre part, Z

= Z — est divergente, la série harmonique alternée
n

4. Comparaison a une intégrale.

Soit ng € N et f : [ng, +00[— R une fonction positive et décroissante.

Pour n > ng, on note

S= 3 50, Fuo= [ o

k=no

* (Sp) et (Fy,) sont croissantes et positives.

n>ng n>ng

Soit k > ng. Puisque f est décroissante,
vielkk+1],  flk+1)< f(t) < f(k),

et, en intégrant,

k+1 k+1

fyae< [ swae< f = [ fa

k

fe+1) = [

k

On fait la somme de ces inégalités de k = nyg a k =n — 1, pour obtenir

n

flno+ 1) +...4+ fn) < [ f(H)dt < f(no) +...+ f(n—1),

no

soit encore, puisque f est positive,

En résumé, pour tout n > ng,

F, <8, <F,+ f(ng). (*)

Proposition. Soient ng un entier et f : [ng, +00[ positive et décroissante.

La série Y f(n) converge ssi la suite (F},)

n>no converge .

Comme f est positive, (F},) est croissante

n>ng



e Donc (F,) converge ssi elle est majorée!

n>ng
Démonstration. e (S,) et (F,) sont croissantes

e Via (*), (S,) est majorée ssi (F,) 'est

O

Exemple. ¢ Montrons que > > n~“ converge pour o > 1.
e x+—— n~“ est positive et décroissante sur [1, +00[ et

n 1 1 1

F, = / o dt = (n'—1) = (1 - )

1 11—« a—1 no—1
e Comme a > 1, F, —

a—1
Séries de Bertrand. On étudie la série de t.g. u,, = ———— pour « et 3 réels.

n®(Inn)s
' 1 , o

e Sia>1,v=(1+«)/2>1etnu, = — 0 : Y uy, cv d’apres le critere

n@=1/2(Inn)p
de Riemann
11—«

(Inn)?

e Sia<l1, nu, = — 400 : > u, dv d’apres le critere de Riemann.

e Casa=1

1
* <0:u,>—et>u,dv
n

1

* 5>0:lafonctionxl%w

est positive et décroissante sur [2, +oo[. La série

oo dt
> u, a méme nature que / . Or pour tout x > 2, t = €,
2 t(Int)P
zdt nz dg Inlnz —Inln 2, sif=1,
Fa)= [ o= [ S 30 1 .
2 t(lnt) 2 8 3 ((lnx)g,l — (1n2)ﬂ*1) , sif#1>0

* [ >0:F est majorée ssi > 1.

e En conclusion,

1
1. a>1: Z W converge pour tout (3

1
2. a<l: Z W diverge pour tout (3

1
3. azlzzm converge ssi 3 > 1



