Licence Math et MASS, MATH50/ : probabilités et statistiques

Compléments sur les couples aléatoires

1. Couple image.

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser a la loi d’un vecteur aléatoire (S, 7T") qui s’obtient comme
image d’un vecteur (X,Y’) par une application u. On connait la loi du couple (X,Y") et on cherche
la loi de (S,7T) = u(X,Y) = (u1(X,Y),u2(X,Y)). On ne consideérera que des couples (S,T) et
(X,Y) possédant une densité. La méthode est alors la méme que dans le cas unidimensionnel :
on cherche la densité du couple (S,T) en faisant un changement de variables mais dans R2. Nous
commencons par la formule de changement de variables dans ce contexte.

1.1. Changement de variables.

Voici le cadre de I’étude. D est un « ouvert » de R? et h est une application de D dans R. On
voudrait calculer 'intégrale [, h(x,y)dxdy en introduisant un nouveau jeu de coordonnées (s,t)
c’est & dire en effectuant le changement de variables « (s,t) = u(z,y) » ou u est une application de
D dans R?. Comme dans le cas réel, la fonction u doit étre régulicre.

C!-difféfomorphisme. La formule du changement de variables nécessite de la régularité sur
la fonction qui permet de passer d'un jeu de coordonnées a l'autre : celle-ci doit étre un C'-
difféomorphisme.

Définition. Soient D et D’ deux ouverts de R%. u : D — R? est un C'-difféormphisme de D sur
D’ si u est une bijection de D sur D’ telle que u et u~"! soient de classe C!.

Si u: D — R? est différentiable, sa différentielle Du est représentée par la matrice suivante —
appelée matrice jacobienne —

Ogu1(x, Oyur(z,
V(x,y) € D, Du(z,y) = ( 1(2,9) 1(e:9) > .

Opuz(w,y) Oyuz(z,y)

Le jacobien de u est le déterminant de cette matrice, soit
V(z,y) € D, Ju(z,y) = det (Du(z,y)) = pur(x,y) Oyua(z,y) — Opua(z, y) Oyus(z,y).

On peut retenir le critére suivant :

Proposition 1. Soient D un ouvert de R? et u : D — R? une application injective de classe
Ct. Si, pour tout (xz,y) € D, Ju(x,y) # 0 alors u(D) est un ouvert de R? et application u est un
Ct—difféomorphisme de D sur u(D).

Si u est un C'-difféomorphisme de D sur D’ alors u~ ! est un C'-difféomorphisme de D’ sur
D. On a dans ce cas, comme dans le cas réel, Du=! = (Duo u‘l)f1 et en particulier,

V(s,t) € D', Ju'(s,t) = Ju (15 0)"
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Un cas particulier important est celui des fonctions u linéaires :

b x
Y(z,y) € R u(z,y) = ur(@,y) (¢ :
(7,y) (7,y) ( us(z, ) c d y
si M est la matrice qui apparait ci-dessus, alors Ju(x,y) = det(M) et donc 'application u est un
C'-difféomorphisme de R? dans R? si et seulement si det(M) # 0.

Formule du changement de variables. Commencons par un énoncé précis.

Théoréme 2. Soient D' un ouwvert de R?, v un C'—difféomorphisme sur D'. Considérons une
fonction h : v(D') — R borélienne. Si h est positive ou intégrable sur v(D") alors

h(z,y) dedy = h(v(s,t)) |Ju(s,t)| dsdt. (1)
Mo I

La signification de ce résultat est la suivante :

e si h est positive, les deux termes de 1’égalité précédente sont soit tout deux infinis soit tout
deux finis et égaux;

e sinon h est intégrable sur v(D’) si et seulement si h o v|Jv| est intégrable sur D’ et dans ce
cas on a ’égalité (1).

La formule (1) correspond a un changement de variables du type (z,y) = v(s,t) ou (x,y) sont
les variables d’intégration de départ (dont on veut se débarasser). En pratique, cette situation
n’est pas tres fréquente; il faut tout de méme se souvenir du passage en coordonnées polaires. On
souhaite calculer [[ h(x,y)dxdy en posant = rcos6, y = rsinf. Ceci correspond & la fonction
v(r,0) = (rcosf,rsinf) qui est un C'-difféomorphisme de |0, +oo[x] — 7, 7[ sur R?\R._ (le plan
privé de la demi-droite y = 0, z < 0). Notez que v~!(z,y) = (r,0) avec

Yy
r=1/z2+y?, et, 6=2arctan ()
Y T+ z?+y?

Ezemple. Montrons que I = [ exp(—z?/2) dz = v/27. Pour cela, calculons I? :

I’ = /Rexp(—a:2/2) da:/Rexp(—y2/2) dy = //R2 exp (—(332 +y2)/2> dxdy,

puis comme la demi-droite y = 0, x < 0 est négligeable,

I? = //R2 exp (—(x2 + y2)/2) dxdy = //R2\R exp (—(x2 + y2)/2> dxdy.

Effectuons le changement de variables (z,y) = (rcos#,rsinf) = v(r,0). On a

sinf@ rcos@

V(r, 8) €]0,4o00[x] — 7, 7], Ju(r,0) = ‘ g:;jg:: z; gzg& Z; ’ -

cos@ —rsinf ‘ _

La formule du changement de variables donne alors

“+oo
I? = // exp(—r2/2) rdrdf = / d@/ rexp(—r2/2) dr = 2.
10,+00[x] ol<r Jo

—7,7|

I est l'intégrale d’une fonction positive, donc I est positive; il vient I = /2.



Changement de variables (s,t) = u(x,y). En pratique, on veut calculer [, h(z,y)dzdy et
on effectue le changement de variables (s,t) = u(z,y) ot u est un C'-difféomorphisme de D sur
D' := u(D). On se raméne au cadre d’application de la formule (1) en considérant v = =1 puisque
(z,y) = u=1(s,t). On a alors

// h(:v,y)d:vdy:// h(z,y dq:dy—// st ’Ju st)’dsdt
D u=1(D’) 4

et comme D' = u(D) et Ju=t = (Juou™')"", on a finalement

// h(z,y) dedy = // ) ]Ju S;’tg)))‘ dsdt. (2)

Pour appliquer cette formule, on doit calculer,

h(u=t(s,t))

V(s,t) € u(D), Tl (5.0

En pratique, on détermine le rapport

h(z,y)
[Ju(z,y)|

que l'on exprime en fonction des coordonnées (s,t). On a ainsi h(z,y)/|Ju(z,y)| = g(s,t) et

//ha:yda:dy—// g(s,t) dsdt.

Cela permet dans certains cas d’éviter d’inverser la fonction w.

Y(z,y) € D,

1.2. Application aux couples aléatoires.

Le point de départ est un vecteur aléatoire Z = (X,Y) dont on connait la loi Pz au travers
de sa densité pz(z,y) = 1p(z,y) p(z,y) o D est un ouvert de R2. On cherche la loi du vecteur
aléatoire U = (S, T') défini par (S,T) = u(X,Y) ot u est un C'—difféomorphisme sur D. On essaie
de déterminer la densité py de (S,T). Soit f : R?> — R une fonction borélienne et bornée;
calculons E[f(S,T)] de deux fagons différentes. Tout d’abord,

= / f(s,t)pu(s,t)dsdt ;
R2

mais aussi, comme la densité de (X,Y) est 1p(z,y) p(x,y),
B/ (S.7)] = Elf((X.Y))] = [[ f(u(z.y)p(e.y) drdy.

Comme v est un Cl-difféomorphisme, on fait le changement de variables (s,t) = u(z,y) qui
conduit & — cf. (2) avec h(z,y) = f(u(z,y))p(x,y) —

// Fe ‘_ll(sstt dsdt = // f(s.6)1 )mdm‘

V(S,t) € R2> pU(Svt) = 1u(D) (Svt)

On obtient donc

En pratique, on peut suivre le plan suivant :



e on montre que u est C! et injective sur D ;
e on montre que, pour (x,y) € D, Ju(z,y) # 0 en calculant le jacobien ;

e on détermine le domaine u(D) : trés souvent on doit inverser w i.e. exprimer (z,y) en fonction

de (s,t);
e on utilise la méthode ci-dessus : il reste & exprimer p(x,y)/|Ju(z,y)| en fonction de (s,t).

Exemple. Soient X et Y deux v.a. indépendantes, X de loi Exp(A) et Y de loi Exp(p), A, u > 0.
Déterminons la loi du couple (X/Y,Y).

Pour se ramener a la situation que 'on vient de décrire on introduit les variables S = X/Y et
T =Y. On cherche la loi de (S,T'). Soit f une fonction borélienne et bornée; calculons E[f(S,T)].
On a

RIS T =Bl (/Y1) = [ Sefy.p)2e™ pet dudy

Considérons la fonction u :]0, +oo[2— R? définie par u(z,y) = (x/y,y). u est de classe C™
sur ouvert D =)0, +oc0[? et on a

1y —az/y’

V(x,y) €00, +o0l?,  Ju(z.y) = | 4 |

1
—— #0.
)

u est injective : si (z/y,y) = (2'/y,y/) alors x = 2’ et y = y/. Déterminons u (]0, +oo[?). Triviale-
ment, u (]0, +00[?) CJ0, +00[?; remarquons que (s,t) = u(z,y) signifie que z = st et y =t (c’est
u~1). 11 vient alors u (]0, 400[?) =]0, +oc[?. La formule du changement de variables donne

}Mﬂ&Tﬂ:Au[&+wpﬂ&ﬂuf“%ﬂ”®ﬁ.

Le couple U = (S,T') a donc pour densité py(s,t) = Autexp (—t(As + u)) Lssoleso.

Remarquons que dans cet exemple (comme dans bien d’autres), on peut éviter de faire un
changement de variables en dimension deux. En effet, on a, d’apres le théoréme de Fubini,

Bl = f[fGae e sy = [ ([ e )y

Pour y > 0 fixé, on fait le changement de variables réelles s = x/y, pour obtenir
+00 +oo

/ fa/y,y) e do = f(s,y)ye ™ ds,

0 0

et par suite
E[f(S,T)] = Au // f(s.y)ye Ve dsdy,
10,400

ce qui est le résultat que l'on avait trouvé.

2. Rudiments sur les vecteurs gaussiens.

Dans ce paragraphe, nous examinons trés brievement un cas particulier de couples aléatoires,
celui des vecteurs gaussiens. Les vecteurs gaussiens sont souvent utilisés car, d’un point de vue
pratique, ils conduisent a des calculs relativement simples.

Pour pouvoir utiliser certaines notations matricielles, convenons de représenter les couples aléa-
toires comme des vecteurs colonnes i.e. X = (X7, X3)! ot ! désigne la transposition. De plus, si x
et y sont deux vecteurs de R? on note z.y leur produit scalaire z.y = 2ty = z1y1 + T230.



Définition. Un couple aléatoire X = (X7, X»)! suit la loi normale centrée réduite de dimension 2,
N(0, I1), si X7 et X5 sont deux v.a.r. normales centrées réduites indépendantes.

Si X est un tel couple alors X possede une densité qui est :

1 2 2 1 t
Vo = (z1,22) € R?,  p(z) = p(z1,22) = on P <_$1 ‘5”) =9, &P <_:U2x> '

Comme dans le cas de variables aléatoires réelles, la loi d’un couple X est déterminée par sa fonction
caractéristique qui est la fonction de R? dans C définie par

WAER?,  ox(V) =E[MN] = E [N X ehXe]
Si X suit la loi N(0, I3), 'indépendance de X3 et X5 conduit immédiatement & :
VAERE (V) = ox, (M) oxg (ha) = 2R = exp (-A'A/2).

Définition. Un vecteur aléatoire Y est gaussien si Y = AX + p ot p est un vecteur de R?, A est
une matrice réelle de taille 2 x 2 et X un vecteur normal centré réduit.

Calculons la fonction caractéristique de Y. On a, pour A € R?,
-yt S\t t
oy (A) =E [exp (i)\t(AX + u))} = NPE [exp (i)\tAX)} = NHE [exp (z (AtA) X)} ;

et par suite,

. tAAt
Oy () = e Ox (AtA) = exp (i)\tu A 5 A) .

On note I' la matrice AAL. T est une matrice symétrique, semi-définie positive. On montre facilement
que I' est la matrice de variance-covariance de Y c’est a dire

I — V[Yl] COV[Yl, YQ]
| Cov[Yy, Ys] V[Y2) ’

ou Cov[Y1,Ys] = E[(Y1 — E[Y1]) (Y2 — E[Y2])]. D’autre part le vecteur p est simplement le vecteur
des moyennes de Y i.e. u = (E[Y1],E[Y3])".

Comme dans le cas réel, on voit que la loi d’un couple gaussien est déterminée par la moyenne
w et la matrice de variance-covariance I'. On dit que Y suit la loi M(u,T).

Remarque(s). Si'Y est un vecteur gaussien, alors les marginales sont des gaussiennes. En effet, si
t € R, on a, posant A\ = (¢,0)?,

Py(N) = oy, (1) = exp (it — T1182/2),
ce qui montre que Y7 suit la loi N (p1,T1).

On aimerait & présent savoir si le vecteur Y possede une densité. En fait cela n’est vrai que si la
matrice I est inversible, ce qui revient & dire que la matrice A est inversible puisque det I' = (det 4)2.

Supposons donc que det ' > 0. Soit f une fonction borélienne et bornée de R? dans R. On a
1 zt
B[S (V)] = BLfAX + )] = o [[ f(Ae+ wexp (=57 ) dorda
7 JJR2 2
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Effectuons le changement de variables y = Az + u = u(z) soit * = A~(y — p) = v(y), pour obtenir
comme Juv(y) = det (471),

B =5[] e (— Uy =) (A7 - ‘”)) et (A7) dyds,

Ona (A_l)t = (At)_1 et (At)_1 A7l = (AAt)_1 =TI'"!; on en déduit tout d’abord que (A~ (y — ,u))t (A Yy —
(y — )T~ (y — w), puis notant que |det (A~1)| = (detT')~1/2,

1 (y— )Ty — )
E[f(Y)] = ——— / / exp - dy1dys.
[f( )] QWm R2 f(y) Xp < 9 Yy1ay2
Y admet donc pour densité la fonction py définie par
1 (y =)'y — )
Vy € R?, =———exp|— .
y py(y) === p( 5



