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Théoreme de Convergence Dominée et Applications

* Ce chapitre est dédié a des théoremes limite, tres utilisés en pratique

e Dans toute la suite, (E, </, i) est un espace mesuré.

1. Rappels.

Théoreme (Convergence monotone). Soient f € 4. et (f,)n=0 € #+ une suite croissante telles
quelim;, ., fn(x) = f(x) pour tout x € E. Alors,

lim ffn(x)y(dx)—sup fn(x) uldx) = ff(x)y(dx).
n—+oo E E

neN

* (fn)n=0 € A suite croissante signifie que

VxeE, VneN, fn(x) < fr1(x).

e Le résultat se réécrit
nlirfoof,;f”(x)“(dx):fE(nliIPoof”) (x) p(dx).

Exemple(s). Déterminer

1 X

ne

n—+oo Jo nx+1

Corollaire. Soit (u,,) ;=0 < A#,. Alors,

fE (3,00 tn) @) p(dx) = ) un(x)u(dx).

n=0

Corollaire (Lemme de Fatou). Soit (f;,)n=0 < . #+. Alors

f (liminf f,,) (x) p(dx) < liminff fn(x) u(dx).
E E
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2. Théoréme de convergence dominée.

Théoréme. Soit (fy,) =0 une suite de fonctions mesurables de E dans R ou C. On suppose que
1. la suite (f,)n=0 converge u-presque; on note f =lim,_.« fn
2. il existe une fonction g, pu-intégrable, telle que :

Vn=0, lfnl<g p—p.p.

Alors, les fonctions f, et f sont u-intégrables et
lim f | frn— fl(x)uldx) =0.
n—oo E

e En particulier,

,}ijgofEfn(x)u(dx)=fEf(x)u(dx)=f]3,}iggofn(x)u(dx).

e La premiere hypothese signifie qu’il existe N; € «f tel que u(N;) =0 et (f,(x)),en converge
pour tout x € Ny.
e On pose f(x) =lim,_q fr(x) si x € NY, f(x) =0 sinon. La fonction f est mesurable et
Vxe Ny, r}g}ofn(x):f(x).
* La majoration de la deuxiéme hypothese signifie que, pour tout n € N, il existe N, € o tel

que u(N,) =0et
VxeN,,  |fax)l<gl).

e Comme N = UNN, est négligeable, la majoration est équivalente,

VXENC, Sup|fn(JC)|Sg(x),

n=0
c’est a dire sup,,~o | fnl < g 1-p.p.

» Finalement, la deuxieme hypothese signifie que sup,,-, | fx| est y-intégrable.
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Exemple(s). * Soit f une fonction u-intégrable. Alors
lim nu({xeE:|f(x|=n})=0.

* Puisque f est p-intégrable, f est finie yu-p.p. Donc | f[1f>, — 0 u-p.p.
¢ Pour tout n et tout x, |f(x)|1|f|2n(x) <|fx)le Ll
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e Par CVD,
OSn,u({xEE:If(x)lzn})SfEIf|1|f|2ndu—>0.

(sinx)”

e Déterminons lim Aldx).

n—oo Jg+ x(1+ x)

(sinx)"
1. Pour tout x>0# /2 mod, —0;
x(1+x)
2. Pourtoutn=1,
(sinx)" |sin x| | sin x|" - 1 Lot (0) + 1 1 el
= < X _—
x(1+x) X 1+x 1+ 0l x2 =0
3. Par CVD,
sinx)”
( ) Aldx) =0.

im
n—oo Jp+ x(1 + x)

Démonstration. Montrons d’abord le résultat lorsque la convergence et la majoration ont lieu
pour tout x. On applique le lemme de Fatou a la fonction 2g — | f — f,1; il vient

Zngd,u:fEliminf(Zg—If—fnl)du
sliminff (2g—|f—fn|)du:2f gd,u—limsupf If — fnldpu.
E E E

Par conséquent,
Oslimsupf |f— fuldu<0.
E

Pour le cas général, avec les notations suivants 'énoncé, on consideére les fonctions f,1yy,
f1yp ou M= N;UN. La convergence et la domination ont alors lieu pour tout x. On applique
le cas précédent en remarquant que, M étant négligeable, on ne change pas la valeur des
intégrales. O

Corollaire. Soit (1) >0 une suite de fonctions mesurables de E dans R ou C. On suppose que

Yo lupl)pdx) = | > lunl(x) pdx) < +oo.

n=0JE E n=0

Alors, la série ) u,(x) est absolument convergente -presque partout, |L-intégrable et

1, (x) u(dx) :f Y un () pdx) < +oo.
E

n=0 En=0
e Lafonction Y ,5qlu,l(x) étant u-intégrable, elle est finie u-p.p.

e Par conséquent, )_,>o U,(x) converge absolument pu-p.p.

* On pose S(x) =) ,>0 Un(x) lorsque la série est absolument convergente, S(x) = 0 sinon.

* [l suffit d’appliquer le théoréme de CVD aux sommes partielles.
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Exemple(s). Montrons que

VzeC, F(z):= e X120y = o = G(2).

=
27
On admet pour l'instant que F(0) = 1 (cf. cours sur les mesures produit). On montre facile-

ment que, pour tout réel s, F(s) = G(s). En effet, la mesure de Lebesgue étant invariante par
translation, notant 74(x) = x—s,

s2/2

1
Fio)=—— fR o552 g _ eT Re(x_s)z 2 2w
T Van
2 2
) e\/sz/2 e \/Sz/_2 e 1. (D(dy) = e,/—sglzf 12 M(dy) = 7% = G(s).
T JR T = JR

La fonction G est entiére :

2 1
VzeC, e’ /Z:Z 2",
nzoznrﬂ

Montrons que F est aussi une fonction entiere. Pour tout ze C et x € R,

n,n
2 z'x"T _ 2
ezxex/z Z ex/Z_

n=0 n!

Donc, pour tout z € C,

f |'Z X | —x /Zﬂ(d )_f Z |Zx| —x /ZA(dX) fe|Z||X|e_XZ/ZA/(d.7C)<+OO.
n=0 R n- R

n=0

D’apres le corollaire pour les séries du théoreme de CVD,

VzeC, F(z)= e 2 \(dx) = f e 12 \(dx).
Vaon ’;0 27{ n>0 n!

Par conséquent, (F — G)(z) =Y ,=0anz", le rayon de convergence étant infini et (F — G)(s) =

pour tout réel s. Donc a, = 0 pour tout n. Sinon, notant p = min(ne€ N: a, #0) =1, on a
(F-G)(2) = 2P ¥ >0 ap+nz" = zPu(z) avec u(0) = ap, # 0. La fonction u étant continue, elle ne
s’annule pas au voisinage de 0, F — G non plus. C’est impossible puisque F — G est nulle sur R.

On a donc, pour tout z € C, F(z) = G(z).

3. Intégrales a parametre.
* Lobjectif du paragraphe est I'étude des fonctions du types

F(t):fEf(t,x)u(dx).

e Par exemple,
+oo
(e =f xle ™ A(dx) :f x e *dx, t>0.
10,+00[ 0
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¢ Fixons le cadre de I'étude :

Soit (E, </, u) un espace mesuré

Soit (M, d) un espace métrique et T < M (le plus souvent T est un intervalle de R)

Soit f: T x E— R ou C une fonction

On considere la fonction

F(t):ff(t,x)u(dx), teT
E

Théoreme. Soit a un point adhérent a T. On suppose que
1. Pour tout te T, x — f(t,x) est mesurable;
2. Pour p-presque tout x, t — f(t, x) possede une limite quand t — a; soit [(x) = %i_l}l}j(t, X);
3. Il existe une fonction g, positive et u-intégrable, telle que :

sup|f(t,0)| < g(x), p-p.p.

teT

Alors, pour tout te T, | et x— f(t, x) sont pu-intégrables et
limf | f(t,x)—1(x)|puldx) =0.
t—a E
* En particulier, la fonction F est définie sur T et
lim F(t) :limff(t,x)p(dx) :f limf(t,x)u(dx):f I(x) u(dx).
t—a t—aJg El—a E

Corollaire (Continuité des intégrales a parametre). On suppose que

1. Pour tout te T, x— f(t,x) est mesurable;
2. Pour u-presque tout x, t — f(t,x) est continue sur T ;

3. Il existe une fonction g, positive et u-intégrable, telle que :

sup|f(t,x)|<gx), p-p.p.

teT
Alors F est définie et continue sur T.

Démonstration. 1l suffit de montrer que si (#,),en est une suite de points de T convergeant
vers a alors

limfIf(tn,x)—l(x)l,u(dx)zo.
n—oo E

Cela résulte du théoréme de convergence dominée appliqué a f;,(x) = f(t,, x). O
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Exemple(s). Montrons que la fonction définie par
+oo sinx
F(t):f e ——dx
0 X

est continue sur |0, +ool.

sinx
1. Pour tout t >0, x— e ¥

est continue sur R} donc borélienne;

sinx .
2. Pour tout x >0, t — e~ "*—— est continue sur R};
X

3. Domination. Soit € > 0. Pour tout x > 0,

sin x

X

—thlnx —EX

=e —&X

sup
t=¢

e <e

Comme x — e ¢* est Lebesgue-intégrable sur ]0, +oo[, la fonction F est définie et continue
sur g, +oo[. Le résultat étant vrai pour tout € > 0, F est continue sur ]0, +ool.

Puisque, pour tout x > 0, lim;_., e *sin(x)/x = 0, la domination précédente montre que
lim;_.o, F(t) =0.

Corollaire (Dérivabilité des intégrales a parametre). Soient T = I un intervalle non vide de R
et ty un point de I. On suppose que

1. Pour tout te T, x — f(t,x) est mesurable;
2. x— f(ty,x) est u-intégrable;
3. Pour u-presque tout x, t — f(t,x) est dérivable (resp. €*) sur1;

4. Il existe une fonction g, positive et u-intégrable, telle que :

0
—f(t,x)

sup a1

tel

=gx), u-p.p.

Alors F est dérivable (resp. €') sur I et
, 0
Vtel, F ()= | —f(t,x)uldx).
g Ot
Démonstration. F est définie sur I, puisque d’apres I'inégalité des AFE, pour tout f € I,

0
&f(l‘o+a(t— to)+, X)| 1t — tol < | f(to, )| + g(x) |t — to| € L

|f(t,x)| <|f(fo, x)|+ sup
ael0,1]

Pour établir la dérivabilité de F et la formule donnant F’, il suffit d’appliquer le théoréeme de
convergence dominée a la suite

Jf(t+hy, x)— f(2,x)
hy

gn(x) =

ou ¢ est fixé dans I et lim,,_.o, h,; =0.



Exemple(s). Reprenons I'étude de la fonction

+oo sin x
F(t):f e " dx
0 X

continue sur ]0, +oo[. Montrons qu’elle est €1 sur R} (en fait €°).

1. Déja vu dans I'étude de la continuité;

sinx L .
. Pour tout ¢ >0, x— e~ "*—— est intégrable sur R} (cf. continuité);
X

\S)

sin x
3. Pour tout x>0, t— e *——= est € sur |0, +oo[ et
X

0 sin x
V>0, —e = —e Msin(x).
ot X

4. Domination. Soit € > 0.

t EX

Vx>0, sup|—-e Fsin(x)|=e |sinx|<e”

t>¢

Comme x+— e ¢ est LI sur R}, F est €1 sur e, +oo[ et
o0
Vi>e, F'(t) = —f e sinxdx.
0

Comme ¢ > 0 est arbitraire, F est €' sur R* et la formule ci-dessus est vraie pour tout ¢ > 0.
Remarquons que, pour tout ¢ > 0,

oo : 1 1
F’(t):—Im(f e‘”‘e’xdx):lm(, ):— )
0 i1—t 1+ ¢2

Comme lim;_, F(t) =0,
/1
Vt>0, F(t):z—arctan(t).

On a donc lim,_ o+ F(t) = /2. Montrons qu’on a également

T ginx
lim F(1) :f dx.
t—07 0 X

La fonction x — sin x/x est (semi-)Riemann intégrable sur ]0, +oo[ (sans étre LI). Elle est pro-
longeable par continuité en 0 et pour z > y >0, une intégration par parties,

Z o z

sin x COS COSZ COS X

f dx =28V _ +f s—dx,
y X y V4 y X

montre qu’elle est RI sur [y, +ool.
Soit y > 0. Pour tout ¢ >0,

+00 gi
‘F(t) _f sinx dx
0 X

=<

y sin x
[,
0 X

+00 : +00 i
__sinx sin x
f e tx—dx‘wt f dx|.
y X y

X
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Par conséquent,

+o0
T sin x
——f —dx|=
2 0 X

= lim

= limsup
t—0+

X t—’0+

X

+00
F) - f sinx
0

+00 gi
F() - f SIY ax
0

. yo_ sinx . too . sinx T ginx
shmsupf (e™™-—1—dx +hmsupf e T dx|+ f —dx
t—0+ 0 X t—0+ y X y X
. yoo_ sinx too  sinx *o0 gin x
shmsupf (e™™—-1)—dx +supf e * dx|+ f —dx]|.
A X >0 |Jy X y X

Puisque x — sinx/x est continue sur [0, y] et donc bornée sur cet intervalle, par convergence

dominée,
f(e_tx 1)—smxdx f(e_tx 1)—smxdx

t—0*
On a d’autre part, cf. intégration par parties,

+00 gj Z gj

sinx sinx 2
f dx f dx' <-—.
y X y X y

A nouveau par intégration par parties, une primitive de x — e~ *sinx = Im(e”*e'*) est

= lim

limsup
t—0*

= lim
Z—00

(e‘txeix) _;xCOSX+ Isinx
Im|——|= —_—
i—t 1+ 2

qui est bornée par 2 pour tout ¢ >0, on montre que, pour tout ¢ >0,

+00 ; z ;
_sinx __sinx
f e * dx f e !X dx
y y X

X

7T o0 ginx

—— —dx| =
0

= lim
Z—00

On a donc, pour tout y > 0,

2 X

il suffit d’envoyer y vers +oo pour conclure.

6
y )
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