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Espaces L” et convolution

1. Espaces 7 et L.

e Soit E un espace vectoriel sur R ou C.
e Une norme sur E est une application | - || de E dans R; vérifiant

1. ||x|| =0 équivauta x=0;
2. llx+yl < llxll+ Iyl (inégalité triangulaire) ;

3. llexll=lcllixll (ceR, x€ E).

« Lexemple le plus simple, outre la valeur absolue sur R, est la norme euclidienne sur R?

10 1=/ X2+ y2.

* On rappelle d’autre part que, pour p =1,

1/p
IGxn, o xa)ll = (2} +...+xF)
est une norme sur R?,

¢ Les normes sont aussi notées |x]| ...

* (E,<,u) est un espace mesuré;
e Soit f: E— R ou C une application mesurable;
e Pour p =1, on définit

1l = UE|f(x)|”u(dx))l/p

e Pour p = oo, _
I flloo =inf{ce Ry :|f(x)| <c p—p.p.}.

e Trivialement, || flloo < SUp,egp|f(X);

e Parailleurs, |f(x)| < | fllco p-presque partout; en effet, c’est trivial si || f|loc = +00 et sinon,

1
(X€E: N> I flloo} = U, zy {x EE:NfOI> I flloo+ ;}

est négligeable.
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* Pour 1 < p <00, on pose

%P ={f:E— C mesurable: | f||, < +oo}.

Proposition (Inégalité de Minskowski). Soit 1 < p < co. Soient f et g de E dans R ou C mesu-
rables.

L |Ifll, =0 équivaut a f =0 u-p.p.;
2. Pour tout réel c, llcfllp=IclIflp;
3 Nf+glp=Iflly,+Ilgl, (Unégalité de Minkowsksi).

Remarque(s). Par convergence monotone, si (i4,),>0 est une suite de fonctions mesurables et

positives, alors

Démonstration. Les points 1 et 2 sont triviaux. Le point 3 est trivial si p =1 et p = +oo et si
I f1, ou ligll, valent 0 ou +oo. Il suffit donc de montrer I'inégalité de Minkowski dans le cas
I<p<+ooetO0<|fl,<+oo,0<]glly<+oo. Cela revient a montrer que

f fx)+gx)
ELNfI,+1gly

Puisque la fonction x — x” est convexe, on a

p
pldx) <1

f@+8@) |7 _ (If(x)l + Ig(x)l)” _ ( Iflp  Ifl, N8l 1g@l)”
Ifllp+lghpl —Ulflp+lgly Iflp+Ugly Ufll,  Nflp+lgly liglhy)
__ Nl 1feP N Igly  1gx)?
A+l nf Nl lgly gl
11 suffit alors d’intégrer par rapport a p. O
Remarque(s). | - ||, est une semi-norme sur Z,. Pour en faire une norme, on considere la

relation d’équivalence fZg si f = g u-p.p. et on considére 1'espace quotient
LP=%P IR
ce qui signifie qu’on identifie deux fonctions égales u-p.p.

Théoréme. Soit1 < p<+oo. (L?,|-Il,) est un espace complet.

Plus précisément, si (f)n=0 est une suite de Cauchy dans £, il existe une sous-suite conver-
geant u-p.p. et dans £P.

Démonstration. Pour tout € >0, il existe N € N tel que, pour tous n= N, m= N, || fu— fmllp < €.

e Commencons par le cas p = +co. On construit une sous-suite (v(n)),>o telle que, pour tout
neN, | fi— filloo <27 " si l = v(n), k= v(n). En particulier, pour tout n €N,

Il foinen) — framlloo =277, v+ (X) = frm@1<27",  u-p.p.

Par conséquent, la série fy(0) + X x=0 (fvk+1) — fv(y) converge u-p.p. Notons f la limite. On a
également, || f — frllco <27" pour tout k = v(n).
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e Traitons a présent le cas 1 < p < +oo. Soit a@ > 2. On construit une sous-suite (v(n)),xo telle
que, pour tout n €N, || f; = fil, < a™" si I = v(n), k = v(n). En particulier, pour tout n € N,
d’apres l'inégalité de Markov

I fonsny = fomllp = a™ pdx: 1 fumnen @) = i ()1 > 27" < 2P| fyineny — fon ||5 <@2la)"’.

Notons A, = {x:|fymn+1) (%) — fugm (x)] >27"}. Puisque ¥ p(A,) < +oo, d’apres le lemme de
Borel-Cantelli, u(limsup A,) = (N, Ug=p Ax) = 0. Pour x € (limsup A,)" = Uy Ni=p A¢, il
existe n tel que pour tout k = n, | fy(k+1)(X) = fv (X)] < 2k,

Par conséquent, la série fy(0) + X x=0 (fyvk+1) — fuik) converge u-p.p. Notons f la limite. On a
I f = fll, < @™" pour tout k = v(n).

O

e Soit p € [1,+00]. On appelle exposant conjugué de p, noté g ou p*, le nombre g € [1, +o0]

1
telque: —+—=1.
p 4q

* g=1sip=-+o0;

* g=+4+oc0sip=1;

[ ] q:

plsil<p<+oo.

Proposition (Inégalité de Holder). Soient f et g deux fonctions mesurables de E dans R ou C.
Soit p € [1,+00] et q l'exposant conjugué de p. Alors,

fE Fg) udx) < 1f1, gl

Démonstration. Si p =1 ou p = +o0, le résultat est immédiat. Dans le cas ol 1 < p < +o0, le
seul cas intéressant est celui ou 0 < || fll, < +oo et 0 < [|gll4 < +oo. Il suffit alors de montrer
fx)gx) If(x)]1gx)]

que

La fonction x — In x étant concave, pour tous0<a <1, x>0, y>0,

uldx) < 1.

uldx) <

In(ax+(1-a)y)zalnx+(1-a)lny, ie x*y' *<ax+(-a)y.

Par conséquent,

F@lIgW] _ (If(x)l”)“p(lg(x)l")”q _LIFP 1 1gwl
If1plghy \ 1fub Ighd )~ P Uf1, g gy

11 suffit alors d’intégrer par rapport a . O

Exemple(s). Soient 1 < p <+oo f € £P(A1,). Alors, pour a >d(p—1)/p, x— f(x) (1 +|lx])~*
est intégrable. En effet, d’apres I'inégalité de Holder,

| f(x)] ([ 1 (p-1I/p
———A4(dx) < Aa(d .
fRdHuxn“ ald0 =71y Re (1 + || x|))@P/(P=D aldx) = ree
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2. Espaces £7” et approximation.

 Dans tout ce paragraphe, on travaille sur 'espace mesuré (Rd B (Rd) Ad).

Théoreme (Admis). Soit1 < p < +o0. Lespace 6, (Rd) des fonctions continues a support com-
pact est contenu et dense dans £"
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* Soient f une fonction mesurable et 4 € R%. On note 7,(f) la fonction
Th(f)(x) = f(x—h), xeR%
Corollaire. Soient1 < p <+oo et f € £P. Alors 1 (f) converge vers f dans £P si h tend vers 0.

Démonstration. Soit g une fonction continue a support compact. D’apres l'inégalité de Min-
kowski,

If=tn(p=If—glp+tIg—Tn@lp+1Th() —Th(Nllp =21 —-glp+1g—Tr(@llp.

Par convergence dominée, limy,_.o g — 7,(g)ll, = 0 et comme €, est dense dans £LP,

limsup |l f — 7, (), <inf{ll f —gll,: g €6} =0.
h—0

 Soit fe #!.Ona lim|t|_,oof(t) = 0. En effet, comme " = -1,

2]?(t)=ff(x)e”"clx—ff(x)e’”””dx:ff(x)e”xdx—ff(x—n/t)e"“‘dx

et donc

2|70 <1 f =T (Pl

* Soient f:R? — C et g:R? — C mesurables.

* On appelle produit de convolution de f et g la fonction
(f*gx)= fRdf(x—y)g(y) dy= fRdf(y)g(x—y)dy
* f g est définie en tout point x de R? oi1
| 1= pligidy < oo

Proposition. Soient fe P etge L9oip ' +q ' =1et1< p<-+oo. Alors f * g est définie en
tout point de R? et bornée :

VxeRY,  |fxg@I=<Ifll,lgly
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Démonstration. C’est I'inégalité de Holder. O

Proposition. Soient f € £P avec1< p < +oo et g€ L. Alors f = g est définie presque partout
et f+ge £LP. Plus précisément,
If=glp<Ifipliglh.

Démonstration. » Commencons par le cas p =1. On a alors

ff|f|(x—y)|g|(y)dydx= Il lglh ;

Par conséquent, d’apres le théoreme de Fubini, la fonction x — [ f(x—3)g(y)dy est définie
presque partout et intégrable. On a par ailleurs,

I1f *glh Sfflfl(x—y)lgl(y)dydx:||f||1||g||1-

e Passons au cas p > 1. Soit g I'exposant conjugué de p. On a, d’apres I'inégalité de Holder,

1/p
flfl(x—y)lgl(y) dy= f F— g VP lgIe dy < (f Fa—pIPlgldy| 11t

Par conséquent,

p
f(flfl(X—J/)lgl(y)dy) dxsff|f(x_y)|l’|g(y)|dydx ||g||f/q=||f||ﬁ||g||}+p/q.

Ceci montre que la fonction [|f|(x— y)|gl(y) dy est finie presque partout : f * g est définie
p.p. De plus,

p
||f*g||§sf(flﬂ(x—yngl(y)dy) axs [ [ire-yirigmidyaxigiy’ = 11ngh ",

c'estadire |f*glp<Iflplglh.

* Soit g:R? — R une fonction positive, intégrable telle que

fRd gx)Aq(dx) =1.

e Pour tout a >0, on pose gq(x) = adg(ax). On a, via y = ax,
fRd 8a(X) Ag(dx) :fRd g Aaldy) =1.
* On utilise souvent les fonctions
g(x) = 2m)~?exp(~IlxI?/2), g(x)=Cexp (— (1- ||x||2)_1) 1) x)<1-

Proposition. Soient1 < p < +oo et f € £P. Alors f * g4 converge vers f dans £P quand a tend
vers +oo.



Démonstration. Commencons par observer que, pour x € R,

(f*ga)(x):ff(x—y)ga(y) dy=ff(x—z/a)g(2) dz, f(x):ff(x)g(Z) dz.

Par conséquent, comme g est positive,

|(f * ga) (%) = f(0)] sf|f(x—z/a) - f)| g(2) dz.
Par conséquent, le calcul de la démonstration précédente conduit a

I(f*ga) = fll, < l71aD = fIl, gl = 710D = fl,-

Le résultat s’en suit immédiatement.
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