Licence Mathématiques 3¢ année MATHG02 : Intégration

Correction des exercices pour le chapitre « Intégrale de
Lebesgue »

Exercice 1. Soit f € M. Notons, pour n > 1, f,(x) =n f(z) et S={z € E: f(z) > 0}.

Comme f est positive, la suite (f)n>1 converge en croissant vers +oo f(z) = +00 1g(x). Par convergence
monotone,
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D’apres le résultat précédent,

[ (oo (@)utda) = [ +oo1s(a) ) = o0 [ 15(0) p(da) = +oon(s).

Par conséquent,

+oo, sip(S)>0, oo, si [, f(z)p(dx) >0,
{O, sip(S)=0 oS +OO/ J {0, si fz f(z) u(dz) = 0.

Par conséquent, 1(S) = 0 si et seulement si [}, f(x) pu(dx) =

Exercice 2. cf. correction DM 1.

Exercice 3. 1. La fonction f est continue sur [r, 400 donc localement RI sur cet intervalle. Pour ¢ > m,

par IPP,
t . " t
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/ dr = [— } — / 5 dr.
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De maniere évidente,

lim =
t—o00

€T ™

D’autre part, d’apres le critere de Riemann (2 > 1), cosz/z? est RI sur [, +oo] et le second terme du
membre de droite converge dans R quand t — +oc.

sin x

Par conséquent, t — / dx admet une limite finie quand ¢t — +o0 : f est RI sur [, +o0].

Le fait que f ne soit pas Lebesgue intégrable sur [, +o00[ résulte de la question 2.

2. Soient T' > 0 et u une fonction continue et T-périodique. La fonction f est borélienne puisque continue
sur [T, +oo[. On a, par convergence monotone,
k+DT 1
3 / ()]
kT z

/ (@) A(dz) =
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Comme u est T-périodique, pour tout k > 1, / |u(z)|de = / |u(z)| dx et
kT 0
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Par conséquent,
1 T
— |u(z)| dx / |f (x| Mdz) < / x)| dx
T /o kz>2 ki toof ,; k’

Comme la série de terme général 1/k diverge, on en déduit que f est Lebesgue-intégrable sur [T, +oof si et
T

seulement si / |u(z)| dz = 0 c’est & dire, comme |u| est continue et positive, si et seulement si u est nulle

0
sur [0, T]. Cette derniére affirmation est équivalente & dire que u est nulle sur R puisque u est T-périodique.
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Exercice 4. Notons 7 la mesure de comptage sur N : v =3 6pn- On a

2n + /nsinn /f
K2 4nk+1 "

neN
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) avee fulk) =

k>0

Remarquons que, pour tout k € N,

i fo(k) =l 2S00 )/\F

2
[ A — ik=0).

Le lemme de Fatou donne alors

+o0 = Z /hmmffn u(d ):/ani_{rolo fn(x) p(dx) gliminf/an(x) ~(dx).

k>0

ne® e’
Notons, pour 0 < z < 1 et n € N*, f,(z) = p——1 = T+ 1/n > 0. On a, pour tout 0 < = < 1,

lim,, 00 frn(x) = €*/z. D’apres le lemme de Fatou et le critére de Riemann en 0,

1z 1 1
+o0 :/ ¢ dx :/ liminf f,(z) dz :/ lim f,(z)

On peut aussi utiliser le théoréme de convergence monotone sur ce dernier exemple.

Exercice 5. Soit z € C. La fonction & — e** est intégrable par rapport a la mesure p = Zn)() a™d, siet

seulement si, comme |e*"| = ele(®)"

/|€ZT|/,L dl‘ Z‘ezn|a ZeRe(a)n n:Z (OzeRe(Z))n<+OO.

n>0 n>0 n=0

La fonction 2 — €** est donc p-intégrable si et seulement si aeR®°(*) < 1 c’est & dire si et seulement si
Re(z) < —Ina. Dans ce cas,

/R Z o = Z (ae®)" = . —10562.

n>0 n>=0



