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Mesures produit, Changement de variables

1. Mesures produit.

1.1. Construction.
e Soient (E, </, u) et (F,98,v) deux espaces mesurés

* On suppose que p et v sont o-finies

¢ Il existe une suite croissante d’ensembles (&) ;>0 < </ telle que

U,cnEn=E, VneN, wu(E,) <+oo.
* On veut construire une mesure m sur ’espace produit (E x F, of ® 98)
* of ® A est la tribu engendrée sur E x F par les rectangles (pavés) mesurables i.e
AB=0(AxB:A€A,BeB)
* m «se comporte comme le produit » de p et v : on souhaite que

(Ax B) = u(A)v(B)

* Rappelons que, pour tout x € E, y — (x,)), notée Sy, est mesurable par rapport a % et
o ® PB. En effet, si A x B est un pavé mesurable,

B, sixeA,

S;I(AXB):{yeF:(x,y)eAXB}:{ .
@, sinon.
 Déssiner C, = S;1(C) et CY = S;l(C) pour un ensemble qui n’est pas un pavé.

e Par conséquent, si f: Ex F — R ou C est mesurable alors, pour tout x € E, y— f(x,y) est
mesurable. Pour x fixé dans &

feoy) = foSx(y)
Lemme. Soit f: E x F — R, une fonction mesurable. Alors, les applications
x—»fFf(x,y)v(dy), y-—»j];f(x,y)u(dx)
sont mesurables respectivement par rapport a o/ et 9B
* Le résultat repose sur un argument de « classe monotone »
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* Remarquons que si f=1¢ avec C € of ® %3,

Lf(x,y)V(dy) =v(Cy), Cx={yeF:(x,y)eCl.

e En particulier, si C= A x B,
fFf(x, »vdy) =v(Cyx) =14(x)v(B), fEf(x, ) puldx) =1g(y)u(A)

¢ On remarque que, dans ce cas,

f(f f(x,y)V(dy))u(dx):fU f(x,y)u(dX))V(dy)=u(A)V(B)
E\JF F\JE

Théoreme (Mesure produit). Soient (E,<f,u) et (F,%,v) deux espaces mesurés. On suppose que
U etv sont o-finies.

Il exite une unique mesure m sur (E x F,of ® 9B) telle que
VAeo/, VBeZ, m(A x B) = u(A)v(B).

La mesure m est notée L ® v et est appelée mesure produit de | et v.

De plus, pour tout C € of ® 9B,
(e v)(C) = fEV(Cx) p(dx) = fFu(Cy) v(dy).
Exemple(s). Soient f: E — R, une fonction mesurable et
C={(x,y))e ExR;:0<y< f(x)}.
On a,
(Lo )(C) = fExl(Cx)u(dx) = fEf(x)u(dx),

(um)(C):f

[0,+00(

,u(Cy)/l(dy):f p({xeE: f(x) = y}) Aldy).

[0,+00]
e Plus généralement,

Théoreme. Soient (E;,<;,11;), 1 < i < n, des espaces mesurés o-finis. 1l existe une unique me-
sure sur (Ey x ... x Ep, o) ® ... x o), notée ) ® ... ® Uy, telle que :

VA €sl,.. . VAnEly,  (1®...8 1) (A1 X...x Ap) = i1 (A1)... fin(Ap).

De plus, pourl<k<=n, (11 ®...9 Up) ® (Ug+1®... O UUp) = U1 ®...® Up.

» Par exemple, 1,®1;=Ap.q.



1.2. Intégrales multiples.

e Dans tout ce paragraphe, (E, </, 1) et (F,%8,v) sont deux espaces mesurés o-finis
* On étudie f fx,y)(uev)(dx,dy).
ExF

Théoréme (Tonelli). Soient (E, <, ) et (F, B, V) deux espaces mesurés o-finis et f : Ex F — R,
une application o/ ® 98-mesurable. Alors,

fl,y (u®V)(dx,dy)=[E(fFf(x,y)v(dy))u(dx)=fF(fEf(x,y)u(dx))v(dy).

ExF

Démonstration. * Pour f =1¢, c’est la définition de p®v.
e Par linéarité, la formule est vraie pour f étagée.

» Par convergence monotone, elle est vraie si f € ..

* On note souvent u(dx)v(dy) au lieu de (u®v)(dx,dy) i.e.

s Ff(x,y)u(dx)v(dy) au lieu de 8 Ff(x,y) (Lev)(dx,dy).

Exemple(s). On considere la fonction f définie sur R2 par
f, =y exp(—y2(1 + xz)/2).

En utilisant le théoreme de Tonelli, montrer que
2
f e 2 dx=\"2m.
R

Corollaire. Une application f de E x F a valeurs dans R ou C, mesurable par rapport a <4 ® 98,
est intégrable par rapport a L ® v si et seulement si

f 1f (6 ) p(dx)v(dy) = f ( f |f(x,y)|v(dy))u(dx): f ( j |f(x,y)|u(dx))v(dy)<+oo.
ExF E\JF F\JE

e Rappelons que f est définie u-p.p. s'il existe N € «f tel que u(NN) =0 et f est définie sur N°.
¢ Dans ce cas,

fEf(x),u(dx):_[Ef(x)lzvc(x)u(dx).

Théoreme (Fubini). Soient (E, <, ) et (F,98,v) deux espaces mesurés o-finis et f une applica-
tion de E x F dans R ou C une application u® v-intégrable. Alors,

f(x,y)u(dx)v(dy):fEUFf(x,y)V(dy))u(dx)=fF(fEf(x,y)#(dx))v(dy)-

ExF

e Ceci signifie que :



* Pour p-presque tout x € E, y — f(x,y) est v-intégrable; de plus, x — [ f(x,y)v(dy)
est définie u-presque partout et p-intégrable.

e Pour v-presque tout y € F, x — f(x,y) est u-intégrable; de plus, y — fFf(x, ¥) 1(dx)
est définie v-presque partout et v-intégrable.

Exemple(s). Montrons que

eitx i
fR1+x2 Aldx)=me™ """,

On rappelle que, pour a>0 et f € R,

fe”xe_“lxlxl(dx):ZRe(f e”xe_“xdx):ZRe( ! ) 2
R 0

a—it) a?+r?
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Pour ¢ fixé, on considere la fonction continue sur R?, f;(x,y) = e/0*D¥e=alxlo=l¥l Comme
| f:(x, )| < e~ dxlo=lyl f: est intégrable sur R? par rapport a la mesure de Lebesque. On a alors

, , . 9
f ft(x,y)/lg(dx,dy):f (eltxe—alxlf e_lyxe_lyl/l(dy))/l(dx) :f pi1x p—alxl .
R R R R 1+x

. 2a
_ (o [ pirroxpmaix y g ))L d :f -1y v,
L(e fRe e (dx)|Ady) Re 2510 ¥y

On adonc,viaz=(y+1t)/a,

Aldx),

e a 7l 1 jaz-t
—— e MMAwdx :f—e_yd = | ——e '"“* " A(d2).
j;{1+x2 (dx) R+ (y+1)? Y R 1+ 2% (d2)
Puisque,
eitx 1
—alx| < € 1 e—laz— tl < € Ll
1+ x? 1+ x? ’ 1+ 22 1+ 22 ’

le théoreme de convergence dominée permet de passer a la limite quand @ — 0" dans la 1™ et
la 3¢ intégrale, pour obtenir

pitx ol i
le_szxl(dx)—le_Fzz)t(dz)—ne .

2. Changement de variable.

e Commencons par un résultat pratique

Proposition. Soit u lU'application de RY dans R. définie par u(x) = ||x||. Alors u. (14) est la
mesure de densité d V, xd-1 par rapport a Ay surRy ou Vg = Ad({x eR?: x| < 1}) est le volume
de la boule unité.

e On peut montrer que

~ nd/Z  J est ) Vo zdn(d—l)/Z((d_l)/z)!
= (d/2)‘ S1 a est pair, ad= al

Va si d est impair.



Démonstration. Soit r > 0. u. (A) (10,7]) = A4 ({x € R%: | x|l < r}) = r¥ V. 1l suffit alors d’écrire
r
e Q) (0, = [ dVax®dx= [ Vo0 dVext Aa(d),
0 R,

et d’appliquer le résultat d’égalité de deux mesures. O

Corollaire. Soit f:R;, — Ry borélienne. Alors

ff(”x”))ld(dx):dvdf F)xT A (dx).
R4 R,

— est intégrable sur R? si et seulement si a > d, x — m
L+ lxll Il

est intégrable sur R? si et seulement si a < d.

En particulier, x — Lo<jx|<1
 Rappelons la définition de €' -difféormorphisme.

Définition. Soit U un ouvert de R?. Une application y : U — R% est un €' -difféomorphisme
si

1. ¥ (U) est un ouvert de R?;
2. v est une bijection bicontinue de U sur v (U);

3. w et ! sont de classe €.

* On note Jy le jocobien de y c’est a dire Jy, (x) = det(Dy (x)).

Proposition. Soient U un ouvert de R® et v une application de U dans R%. v est un €' -
difféomorphsime de U si et seulement si vy est de classe €', injective et Jy ne s‘annule pas sur
U.

Théoréme. Soient U un ouvert de R? et v un €' -difffomorphisme de U. On note V l'ouvert
w(U).

1. Soit f:V — Ry une application mesurable. Alors
fvf(y) Aa(dy) = fo(u/(x)) | Ty ()] Aq(dx).

2. Soit f une application mesurable de V dans R ou C. Alors f est intégrable sur V si et
seulement si f oy |Jy| est intégrable sur U et dans ce cas

fvf(y)/ld(dy)zfl]f(w(x)) | Ty ()] Aq(dx).

* Onpose y=y(x), dy=1|Jy(x)|dx.

 On applique souvent le résultat a la fonction foy avec ¢! i.e.
fo(W(x))Ad(dx) Zﬂ/f(y)lfw—l(y)l/ld(dy).
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Exemple(s). ®* Montrons a nouveau que
f e 12 gy = \/2r.
R

On calcule en fait I? en passant en coordonnées polaires. On a, notant A la demi-droite
A={(x,y) eR*:x <0},

2 2 2 2
P=| W 2qxdy= eI dxdy.
R? R2\A

L'application ¥ (r,0) = (r cos6, rsinf) est un <€1-difféomorphisme de 10, +oo[x] — 7, [ dans

R?\A et
cosf@ -—rsinf

Dy (r,0) = (sin@ rcos6

), Jy(r,0)=r.

Par conséquent,
—(2+yR)2 Rl R
f e~y dxdy:f f e " '“rdrdf=2n.
R? 0 -7

* Soit f:R?> — R, borélienne.

2 1
ff(2x+y,x+2y)dxdy:—f f(s,pdsdt.
R 3 Jr2

On pose s=2x+y, t=x+2yi.e.

Dw(x,y)=(f ;) Jy(x,) =3, «dsdt=3dxdy»
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