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Mesures produit, Changement de variables

1. Mesures produit.

1.1. Construction.

• Soient (E ,A ,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés

• On suppose que µ et ν sont σ-finies

• Il existe une suite croissante d’ensembles (En)n≥0 ⊂A telle que⋃
n∈N En = E , ∀n ∈ N, µ(En) <+∞.

• On veut construire une mesure m sur l’espace produit (E ×F,A ⊗B)

• A ⊗B est la tribu engendrée sur E ×F par les rectangles (pavés) mesurables i.e

A ⊗B =σ(A×B : A ∈A ,B ∈B)

• m « se comporte comme le produit » de µ et ν : on souhaite que

(A×B) =µ(A)ν(B)

• Rappelons que, pour tout x ∈ E , y 7−→ (x, y), notée Sx , est mesurable par rapport à B et
A ⊗B. En effet, si A×B est un pavé mesurable,

S−1
x (A×B) = {y ∈ F : (x, y) ∈ A×B} =

{
B , si x ∈ A,

;, sinon.

• Déssiner Cx = S−1
x (C ) et C y = S−1

y (C ) pour un ensemble qui n’est pas un pavé.

• Par conséquent, si f : E ×F −→ R ou C est mesurable alors, pour tout x ∈ E , y 7−→ f (x, y) est
mesurable. Pour x fixé dans E

f (x, y) = f ◦Sx(y)

Lemme. Soit f : E ×F −→ R+ une fonction mesurable. Alors, les applications

x 7−→
∫

F
f (x, y)ν(d y), y 7−→

∫
E

f (x, y)µ(d x)

sont mesurables respectivement par rapport à A et B

• Le résultat repose sur un argument de « classe monotone »
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• Remarquons que si f = 1C avec C ∈A ⊗B,∫
F

f (x, y)ν(d y) = ν(Cx), Cx = {y ∈ F : (x, y) ∈C }.

• En particulier, si C = A×B ,∫
F

f (x, y)ν(d y) = ν (Cx) = 1A(x)ν(B),
∫

E
f (x, y)µ(d x) = 1B (y)µ(A)

• On remarque que, dans ce cas,∫
E

(∫
F

f (x, y)ν(d y)

)
µ(d x) =

∫
F

(∫
E

f (x, y)µ(d x)

)
ν(d y) =µ(A)ν(B)

Théorème (Mesure produit). Soient (E ,A ,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés. On suppose que
µ et ν sont σ-finies.

Il exite une unique mesure m sur (E ×F,A ⊗B) telle que

∀A ∈A , ∀B ∈B, m(A×B) =µ(A)ν(B).

La mesure m est notée µ⊗ν et est appelée mesure produit de µ et ν.

De plus, pour tout C ∈A ⊗B,

(µ⊗ν)(C ) =
∫

E
ν (Cx) µ(d x) =

∫
F
µ

(
C y)

ν(d y).

Exemple(s). Soient f : E −→ R+ une fonction mesurable et

C = {
(x, y) ∈ E ×R+ : 0 ≤ y ≤ f (x)

}
.

On a,

(µ⊗λ)(C ) =
∫

E
λ (Cx)µ(d x) =

∫
E

f (x)µ(d x),

(µ⊗λ)(C ) =
∫

[0,+∞[
µ

(
C y)

λ(d y) =
∫

[0,+∞[
µ

(
{x ∈ E : f (x) ≥ y}

)
λ(d y).

• Plus généralement,

Théorème. Soient (Ei ,Ai ,µi ), 1 ≤ i ≤ n, des espaces mesurés σ-finis. Il existe une unique me-
sure sur (E1 × . . .×En ,A1 ⊗ . . .×An), notée µ1 ⊗ . . .⊗µn , telle que :

∀A1 ∈A1, . . . ,∀An ∈An , (µ1 ⊗ . . .⊗µn)(A1 × . . .× An) =µ1(A1) . . .µn(An).

De plus, pour 1 ≤ k ≤ n, (µ1 ⊗ . . .⊗µk )⊗ (µk+1 ⊗ . . .⊗µn) =µ1 ⊗ . . .⊗µn .

• Par exemple, λp ⊗λq =λp+q .
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1.2. Intégrales multiples.

• Dans tout ce paragraphe, (E ,A ,µ) et (F,B,ν) sont deux espaces mesurés σ-finis

• On étudie
∫

E×F
f (x, y) (µ⊗ν)(d x,d y).

Théorème (Tonelli). Soient (E ,A ,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés σ-finis et f : E ×F −→ R+
une application A ⊗B-mesurable. Alors,∫

E×F
f (x, y) (µ⊗ν)(d x,d y) =

∫
E

(∫
F

f (x, y)ν(d y)

)
µ(d x) =

∫
F

(∫
E

f (x, y)µ(d x)

)
ν(d y).

Démonstration. • Pour f = 1C , c’est la définition de µ⊗ν.

• Par linéarité, la formule est vraie pour f étagée.

• Par convergence monotone, elle est vraie si f ∈M+.

• On note souvent µ(d x)ν(d y) au lieu de (µ⊗ν)(d x,d y) i.e.∫
E×F

f (x, y)µ(d x)ν(d y) au lieu de
∫

E×F
f (x, y) (µ⊗ν)(d x,d y).

Exemple(s). On considère la fonction f définie sur R2+ par

f (x, y) = y exp
(−y2(1+x2)/2

)
.

En utilisant le théorème de Tonelli, montrer que∫
R

e−x2/2 d x =p
2π.

Corollaire. Une application f de E ×F à valeurs dans R ou C, mesurable par rapport à A ⊗B,
est intégrable par rapport à µ⊗ν si et seulement si∫

E×F
| f (x, y)|µ(d x)ν(d y) =

∫
E

(∫
F
| f (x, y)|ν(d y)

)
µ(d x) =

∫
F

(∫
E
| f (x, y)|µ(d x)

)
ν(d y) <+∞.

• Rappelons que f est définie µ-p.p. s’il existe N ∈A tel que µ(N ) = 0 et f est définie sur N c .

• Dans ce cas, ∫
E

f (x)µ(d x) =
∫

E
f (x)1N c (x)µ(d x).

Théorème (Fubini). Soient (E ,A ,µ) et (F,B,ν) deux espaces mesurés σ-finis et f une applica-
tion de E ×F dans R ou C une application µ⊗ν-intégrable. Alors,∫

E×F
f (x, y)µ(d x)ν(d y) =

∫
E

(∫
F

f (x, y)ν(d y)

)
µ(d x) =

∫
F

(∫
E

f (x, y)µ(d x)

)
ν(d y).

• Ceci signifie que :
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• Pour µ-presque tout x ∈ E , y 7−→ f (x, y) est ν-intégrable ; de plus, x 7−→ ∫
F f (x, y)ν(d y)

est définie µ-presque partout et µ-intégrable.

• Pour ν-presque tout y ∈ F , x 7−→ f (x, y) est µ-intégrable ; de plus, y 7−→ ∫
F f (x, y)µ(d x)

est définie ν-presque partout et ν-intégrable.

Exemple(s). Montrons que ∫
R

e i t x

1+x2
λ(d x) =πe−|t |.

On rappelle que, pour a > 0 et t ∈ R,∫
R

e i t xe−a|x|λ(d x) = 2Re

(∫ ∞

0
e i t xe−ax d x

)
= 2Re

(
1

a − i t

)
= 2a

a2 + t 2
.
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Pour t fixé, on considère la fonction continue sur R2, ft (x, y) = e i (y+t )xe−a|x|e−|y |. Comme
| ft (x, y)| ≤ e−a|x|e−|y |, ft est intégrable sur R2 par rapport à la mesure de Lebesque. On a alors∫

R2
ft (x, y)λ2(d x,d y) =

∫
R

(
e i t xe−a|x|

∫
R

e−i y xe−|y |λ(d y)

)
λ(d x) =

∫
R

e i t xe−a|x| 2

1+x2
λ(d x),

=
∫

R

(
e−|y |

∫
R

e i (y+t )xe−a|x|λ(d x)

)
λ(d y) =

∫
R

e−|y | 2a

a2 + (y + t )2
d y.

On a donc, via z = (y + t )/a,∫
R

e i t x

1+x2
e−a|x|λ(d x) =

∫
R

a

a2 + (y + t )2
e−|y | d y =

∫
R

1

1+ z2
e−|az−t |λ(d z).

Puisque, ∣∣∣∣ e i t x

1+x2
e−a|x|

∣∣∣∣≤ 1

1+x2
∈ L1,

∣∣∣∣ 1

1+ z2
e−|az−t |

∣∣∣∣≤ 1

1+ z2
∈ L1,

le théorème de convergence dominée permet de passer à la limite quand a → 0+ dans la 1re et
la 3e intégrale, pour obtenir∫

R

e i t x

1+x2
λ(d x) =

∫
R

e−|t |

1+ z2
λ(d z) =πe−|t |.

2. Changement de variable.

• Commençons par un résultat pratique

Proposition. Soit u l’application de Rd dans R+ définie par u(x) = ‖x‖. Alors u∗ (λd ) est la
mesure de densité d Vd xd−1 par rapport à λ1 sur R+ où Vd =λd (

{
x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ 1

}
) est le volume

de la boule unité.

• On peut montrer que

Vd = πd/2

(d/2)!
si d est pair, Vd = 2dπ(d−1)/2((d −1)/2)!

d !
si d est impair.
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Démonstration. Soit r > 0. u∗ (λd ) ([0,r ]) =λd
({

x ∈ Rd : ‖x‖ ≤ r
})= r d Vd . Il suffit alors d’écrire

u∗ (λd ) ([0,r ]) =
∫ r

0
d Vd xd−1 d x =

∫
R+

1[0,r ](x)d Vd xd−1λ1(d x),

et d’appliquer le résultat d’égalité de deux mesures.

Corollaire. Soit f : R+ −→ R+ borélienne. Alors∫
Rd

f (‖x‖) λd (d x) = dVd

∫
R+

f (x)xd−1λ1(d x).

En particulier, x 7−→ 1

1+‖x‖α est intégrable sur Rd si et seulement si α> d, x 7−→ 1

‖x‖α 10<‖x‖≤1

est intégrable sur Rd si et seulement si α< d.

• Rappelons la définition de C 1-difféormorphisme.

Définition. Soit U un ouvert de Rd . Une application ψ : U −→ Rd est un C 1-difféomorphisme
si

1. ψ(U ) est un ouvert de Rd ;

2. ψ est une bijection bicontinue de U sur ψ(U ) ;

3. ψ et ψ−1 sont de classe C 1.

• On note Jψ le jocobien de ψ c’est à dire Jψ(x) = det(Dψ(x)).

Proposition. Soient U un ouvert de Rd et ψ une application de U dans Rd . ψ est un C 1-
difféomorphsime de U si et seulement si ψ est de classe C 1, injective et Jψ ne s’annule pas sur
U .

Théorème. Soient U un ouvert de Rd et ψ un C 1-difféomorphisme de U . On note V l’ouvert
ψ(U ).

1. Soit f : V −→ R+ une application mesurable. Alors∫
V

f (y)λd (d y) =
∫

U
f (ψ(x)) |Jψ(x)|λd (d x).

2. Soit f une application mesurable de V dans R ou C. Alors f est intégrable sur V si et
seulement si f ◦ψ |Jψ| est intégrable sur U et dans ce cas∫

V
f (y)λd (d y) =

∫
U

f (ψ(x)) |Jψ(x)|λd (d x).

• On pose y =ψ(x), d y = |Jψ(x)|d x.

• On applique souvent le résultat à la fonction f ◦ψ avec ψ−1 i.e.∫
U

f (ψ(x))λd (d x) =
∫

V
f (y) |Jψ−1 (y)|λd (d y).
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Exemple(s). • Montrons à nouveau que∫
R

e−x2/2 d x =p
2π.

On calcule en fait I 2 en passant en coordonnées polaires. On a, notant ∆ la demi-droite
∆= {(x, y) ∈ R2 : x ≤ 0},

I 2 =
∫

R2
e−(x2+y2)/2 d xd y =

∫
R2\∆

e−(x2+y2)/2 d xd y.

L’application ψ(r,θ) = (r cosθ,r sinθ) est un C 1-difféomorphisme de ]0,+∞[×]−π,π[ dans
R2\∆ et

Dψ(r,θ) =
(
cosθ −r sinθ
sinθ r cosθ

)
, Jψ(r,θ) = r.

Par conséquent, ∫
R2

e−(x2+y2)/2 d xd y =
∫ +∞

0

∫ π

−π
e−r 2/2 r dr dθ = 2π.

• Soit f : R2 −→ R+ borélienne.∫ 2

R
f (2x + y, x +2y)d xd y = 1

3

∫
R2

f (s, t )d sd t .

On pose s = 2x + y , t = x +2y i.e.

Dψ(x, y) =
(
2 1
1 2

)
, Jψ(x, y) = 3, « d sd t = 3d xd y »
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