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Les documents, les calculatrices et les téléphones portables sont interdits.

Exercice 1 (Cours et applications directes, 5 points).

1. Donner la définition d’une tribu.

2. Soient (E, A, i) un espace mesuré et B € A tel que 0 < u(B) < +00.
(a) Montrer que 'application pp définie sur A par

 uANB)
us(d) = 4(B)

est une mesure de probabilité sur (F, A).
(b) Sur (N, P(N)), on considere 1 = >3, 27565 et B = {2k, k € N}.
Calculer pu(B) et, pour tout k € N, pup({k}). En déduire I'expression de up.

3. On pose, pour tout z > 1, f(z) = > ne "*. Calculer /[ [f(:c) A(dz), A désignant la
n>1 1,400
mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 2.

1. Soit (px)k>0 une suite de mesures positives sur (F,.A) telle que, pour A € A et k € N,
pi(A) < pr+1(A). On pose, pour A € A, u(A) = supysg px(A).
Montrer que p est une mesure sur (£, .A).

2. Sur (N,P(N)), on définit, pour tous j € N et A C N,
v;(A) = card(AN [j, +oo]) si A est fini, vj(A) = +oo sinon.

(a) Montrer que, pour tout j € N, v; est une mesure positive sur (N, P(IN)).
(b) Montrer que, pour tout A C N et tout j € N, v;(A4) > v;j11(A).
(

¢) On pose, pour A C N, v(A) = inf;>ov;(A). Calculer v(N) et, pour tout entier £,
v({k}). v est-elle une mesure positive ?

1 Tournez S.V.P.



Exercice 3. Soient (E, A, ;1) un espace mesuré et f : E — C une fonction mesurable.

1. (a) Montrer que

Ve € E, o) = D [ (@)] Lang)p(ay <ant-

nez

(b) En déduire que

L @lut) = X [ 1f@)] Larcypipernn plda)

neZ
2. Montrer que f est intégrable par rapport a u si et seulement si

S ru({zeB:2n <|f(x)] < 2"}) < +oo.

neZ

3. Soit av > 0. Montrer que la fonction x — £7*1p 1[(x) est intégrable par rapport a la
mesure de Lebesgue si et seulement si o > 1.

2 Fin de 1’épreuve



