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Exercice 1 (Cours et applications directes, 5 points).
1. Donner la définition d’une tribu.
2. Soient (E,A, µ) un espace mesuré et B ∈ A tel que 0 < µ(B) < +∞.

(a) Montrer que l’application µB définie sur A par

µB(A) := µ(A ∩B)
µ(B)

est une mesure de probabilité sur (E,A).
(b) Sur (N,P(N)), on considère µ = ∑

k≥1 2−kδk et B = {2k, k ∈ N}.
Calculer µ(B) et, pour tout k ∈ N, µB({k}). En déduire l’expression de µB.

3. On pose, pour tout x ≥ 1, f(x) =
∑
n≥1

ne−nx. Calculer
∫

[1,+∞[
f(x)λ(dx), λ désignant la

mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 2.
1. Soit (µk)k≥0 une suite de mesures positives sur (E,A) telle que, pour A ∈ A et k ∈ N,
µk(A) ≤ µk+1(A). On pose, pour A ∈ A, µ(A) = supk≥0 µk(A).

Montrer que µ est une mesure sur (E,A).
2. Sur (N,P(N)), on définit, pour tous j ∈ N et A ⊂ N,

νj(A) = card(A ∩ [j,+∞[) si A est fini, νj(A) = +∞ sinon.

(a) Montrer que, pour tout j ∈ N, νj est une mesure positive sur (N,P(N)).
(b) Montrer que, pour tout A ⊂ N et tout j ∈ N, νj(A) ≥ νj+1(A).
(c) On pose, pour A ⊂ N, ν(A) = infj≥0 νj(A). Calculer ν(N) et, pour tout entier k,

ν({k}). ν est-elle une mesure positive ?
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Exercice 3. Soient (E,A, µ) un espace mesuré et f : E −→ C une fonction mesurable.
1. (a) Montrer que

∀x ∈ E, |f(x)| =
∑
n∈Z
|f(x)|12n≤|f(x)|<2n+1 .

(b) En déduire que∫
E
|f(x)|µ(dx) =

∑
n∈Z

∫
E
|f(x)|12n≤|f(x)|<2n+1 µ(dx).

2. Montrer que f est intégrable par rapport à µ si et seulement si∑
n∈Z

2nµ
({
x ∈ E : 2n ≤ |f(x)| < 2n+1

})
< +∞.

3. Soit α > 0. Montrer que la fonction x 7−→ x−α1[1,+∞[(x) est intégrable par rapport à la
mesure de Lebesgue si et seulement si α > 1.

2 Fin de l’épreuve


