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Exercice 1.

1. Soient E un ensemble non vide et A C P(E). A est une tribu sur E si
1.0 e E;
2. pour tout A € A, A° € A;
3. pour toute suite (Ap)nen C A, U,en An € A

2. (a) On a up(®) = pw(@)/u(B) =0 et u(F) = u(B)/u(B) = 1. Soit (Ap)nen C A une suite d’ensembles
deux & deux disjoints. Les ensembles (A, N B), . sont également deux a deux disjoints et par conséquent

12 (UnenAn) = p(B) 11 (B N UnenAn) = u(B) ™'t (Unen(4n N B))

= u(B)"' Y AN B) =Y pp(An)

n>0 n>0

i est donc une mesure de probabilité sur (F, A).
(b) On a, puisque B = Ujen{2j}, u(B) = > ;50 #({2j}). Pour tout j € N*,

p({27}) =Y 27 a({2) =27¥ =477, p({0}) =0.

k>1

Par conséquent,
1

oA
B = 4 T1-1/4 3

j>1

Si k est nul ou impair, ug({k}) = 0. Si k = 2j avec j € N*, on a

ps({k}) = p(B) ™" u({25}) = 3 x 477,
Par conséquent, up = 3 Zj21 4779 §y;.

3. Notons, pour n > 1 et > 1, u,(z) = ne~"*. Pour tout n > 1, la fonction u,, est continue et positive sur
[1,400[. D’aprés le théoréme de convergence monotone,

Par ailleurs, la fonction u,, étant continue et positive sur [1, +o0],
U

f@) A(dz) = lim ne " dr = lim [—e "] =e "
[, e = [—e];

U—r 00

Par conséquent,

—n e ! _ 1
/[Lm[f(mn(dx)zze - -

n>1

Exercice 2. 1. On a u() = 0. La suite (uy)r>0 étant croissante, pour A € A, p(A) = limg_ o0 p(A). Si A
et B sont deux parties disjointes de A,

WAUB) = lim jp(AUB) = lim (u(4) + u(B)) = lim () + lim gy (B) = pu(A) + u(B).
k—oco k—oc0 k—oc0 k—oc0
Si (Ay,)n>0 C A est une suite croissante,

e (UnenAn) = sup py (UnenAy,) = supsup px(Ay) = supsup g (Ayn) = sup pu(A,).
k>0 k>0n>0 n>0 k>0 n>0

1 Tournez S.V.P.



D’apres la définition alternative de mesure vue en cours, ceci montre que p est une mesure sur (E, .A).
2. Remarquons que, pour tous j € N et A C N,
vi(A) = k(A).
k>j

vj est la mesure de densité 1j; | | par rapport a la mesure de comptage YN = Zkzo Ok

(a) Une somme de mesures positives étant une mesure positive, pour tout j € N, v; est une mesure
positive.

(b) Soient A C N et j € N. On a

vi(A) = Y 0k(4) = §5(A) + v (4) = v (A).

k>j

(c) Pour tout j € N, v;(N) = +oo. Donc ¥(IN) = 4o00. Soit £ € N. On a vp41({k}) = 0 puisque
{k} N[k +1,+00[= 0. Par conséquent, v({k}) = 0. v n’est pas une mesure positive car N = Upen{k} et

+o0 = v(N) = v (Uren{k}) > S v({k}) = 0.

k>0

Exercice 3. 1. (a) La formule est vraie si f(x) = 0. Soit = € E tel que |f(x)| > 0. Il existe un unique k € Z
tel que 2% < |f(x)| < 251 pour étre précis k = [In|f(z)|/In2]. Par conséquent, une et une seule indicatrice
vaut un dans la somme ce qui donne ’égalité.

(b) Par convergence monotone,

/E (@) () = /E SO 1) Lozt ulda) = 3 /E [F(@) Lon) oy <amir pilda).

nez nez

2. Puisque f est mesurable, f est intégrable par rapport a u si et seulement si
[ 1r@lutde) = 3 [ 170 100sis0ycanr ntde) < +o0
nez

Or, pour tout n € Z,
Zu(n <1l <2 < / |F ()] Lan <) pay<ansr p(da) <27 ({27 < |f < 27H1Y).
E
Par conséquent, comme 2" 1 =2 x 27

S ru(r<ifl <) < [ f@lntn <2 Yz <15 < 2.

nez neZz

Le résultat s’en suit immédiatement.

3. Notons f(x) = 71 oo(z) 0t > 05 {27 <[f| < 2"} =0 sin >0, {27 <|f| <2"F'} = {1} si
n=20et
{2n < |f] < 271} = Jom(n0/a gmnfe] g <,

Par conséquent, A ({2" < |f| < 2""1}) =0sin € N et pour n = —p
A{2r < |fl <27y =2 (1-27).

On a alors

S ea({2 < ifl <2y = (1-27e) S ararle = (1- 27V Yo arl e,
p>1

nezZ p>1

Cette derniére série converge si et seulement si 1 —1/a > 0 ¢’est & dire @ > 1. La question précédente permet
bien de retrouver le critere de Riemann.

2 Fin de 1’épreuve



