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Exercice 1.

1. Pour tout n > 1, la fonction x — nsin(z/n)(1 + 2?)~! est continue sur R donc borélienne. Par ailleurs,
pour tout z € [0,1], lim,,_, nsin(z/n)(1 + 2%)~! = z(1 + 2?)~!. Finalement, puisque |sinz| < |z|, pour
tout z € R,

sup [nsin(z/n) (1 +x2)71‘ <z (14 x2)71 :

n>1

la fonction z — |z (1 + x2)_1 étant intégrable sur [0, 1], on a, d’apres le théoréme de convergence dominée,
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2. La fonction (z,y) — e~ *®e~PY est continue sur R? et A, qui est un ouvert de R?, appartient a B (RQ).
Par conséquent, (z,7) — e~ PY 15 (x,y) est borélienne. Cette fonction étant d’autre part positive, le
théoreme de Tonelli conduit a

+o0 400
/2 e~ e PY 1L (2, 1) dedy = / (/ e TPy 1a(z,y) dy) dr = / e~ (/ e Py dy> de.
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Un calcul élémentaire donne alors

—ax —f — 1 _
/Rze e ylA(x,y)dxdy—ﬂ(a+B).

1 —9 étant inversible, (u,v) = ¥(z,y) = (32,7 — 2y) est un C'-difféormorphisme de R?

dans lui-méme. Par ailleurs, Jy(z,y) = —6. D’apres la formule du changement de variable,

3. La matrice (3

1= [ fu)dudo= [ f@(a) oGy dady = 6.
R2 R2

Exercice 2. 1. Pour tout z € C, x —— e*” est borélienne car continue. Puisque p est une mesure de

probabilité, u ([-1,1]¢) = 0, e** = e**1|_y 1) pour p-presque tout z. Par suite,

/ %] u(da) Z/ 7| u(da) < elFeE pu([~1,1]) < el*l < oo,
R [_1’1]

Par conséquent, pour tout z € C, x — e** est p-intégrable. Ceci montre que L est définie sur C et, puisque

e** = e*"1[_y 1) pour u-presque tout x, on a

L(z) = /[_ e u(dx).
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2. Pour tous z € Cet x € [—1,1], e** =3 -, —- On a, pour tout z € C,
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n>0
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n
p(dr) <3 % =el*l < 4oo.
n>0

n!

D’apres le corollaire du théoreme de convergence dominée pour les séries de fonctions, il vient, pour z € C,
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z" Z"
dx) = i " u(dx).
SRTCEED Dy IETCD

n>0




Exercice 3. 1. Pour t € R et 2 > 0, posons f(t,z) = e~ cos(2tz). Nous avons :
— Pour tout t € R, x —— f(t, ) est borélienne sur R car continue.
— Pour tout > 0, t — f(t,x) est de classe C* sur R et

0
Ve >0, VieR, 8—];(1?, x) = —2ze™ " sin(2tx).

— La fonction f(0,z) = e~ est intégrable R et, pour tout = > 0,

< 2\m|e_’”2 eL'(RY).
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D’aprés le théoréme de régularité des intégrales & parameétre, F' est définie et de classe C! sur R et,

) e of e —a?y
vVt € R, F'(t) = —(t,x)dx = (—2ze™"") sin(2tx) dx.
o Ot 0
!
2. Puisque (e*wz) = —2:56*5”2, on obtient en faisant une intégration par parties, pour tout réel ¢,
—+oo

F'(t) = [e_xz sin(th)] - /O+OO e 0t cos(2tz) dx = —2tF(t).

0

3. (a) La fonction 1 définie par (z,y) = 9(r,0) = (rcos@,rsinf) est un C'-difféomorphisme de I'ouvert
10, +00[x]0, 7/2[ sur ]0, +00[Xx]0, +00[. De plus, |Jy(r,0)| = r. On obtient alors

+oo  ptoo +oo  pm/2
/ / e~ (@ +y?) dxdy = / / e rdrdd = =
0 0 0 0 4

(b) D’apres le théoréme de Tonelli, on a

+oo +oo 9 o
/ / e” WD dady = F(0)%,
0 0

et, comme F(0) > 0, il vient F(0) = /7/2.

(¢) D’apres la question 2, F(t) = F(0)e " = ? et
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2. Soit A > 0. La fonction (x,y) — sin(z)e™*¥ est intégrable sur ]0, A[x]0, +o00[. En effet, cette fonction
est borélienne car continue et, d’apres le théoreme de Tonelli,

A +oo A .
s
/ / |sinx\efzydxy=/ mdx§A< +o0.
o Jo 0 z

D’apres le théoreme de Fubini,

A A +o0 +o0 A
/ ST g = / sin x (/ e Y dy) dr = / / sinxe *dr | dy.
o 0 0 0 0

3. Soient A >0ety>0.0na

Exercice 4. 1. Pour tout x > 0,

A

A A ) eix—xy
/ sinze dr = / Im (em_“’) dr = [Im ( - )] .
0 0 1=y 0

eiw—wy e~ %Y ) e~y
Im ( Ay ) = 1+y21m (—(i +y)e™) = Ty (—cosz —ysinz),

D’autre part,




et par conséquent

4 e~ Ay 1
sinze ®dr=———=(cosA+ysinA) + ——.
/o 1+y2( 4 ) 1+ y?

4. Puisque z — sinz/z est Riemann-intégrable sur |0, +o00[ (sans étre Lebesgue-intégrable),

+o00 _: A . 400 —A
. w 1 y
/ ST Jr = lim ST gr = lim — 672 (cos A+ ysin A) | dy.

Pour tout y > 0,

I Y cos A+ ysin A !
Al (1+y T Ty CosAtysin >) “Trg
Par ailleurs, pour tout y > 0,
1 e~ 1 1+y 1 3
sup |—— — ——— (cos A+ ysin A)| < +e Y + e ¥ eL(]0,400]).
A;i 1442 l—i—y?( Y )‘_1—1-3/2 14+y2 ~ 1492 2 ( )

D’apres le théoreme de convergence dominée,
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Exercice 5. 1. Puisque # — 2%~ !e™® est intégrable sur [1,+oo[, le critére de Riemann en 0 montre que
I'(a) et B(a,b) sont définies pour a > 0 et b > 0.

2. Fixons a > 0 et b > 0. D’apres le théoréme de Tonelli,

I'(a)L'(b) = / e~ @Y pa=Lyb =1 gy,
10,4002

Considérons la fonction 9 :]0, +oo[>— R? définie par ¢ (z,y) = (J; + v, f_) et montrons que 1) est un
rTy

C'—difféomorphisme sur ]0, +o0o[2. Il est clair que v est de classe C* sur 'ouvert |0, +oo[?. Il s’agit de vérifier
que % est injective sur |0, +00[? et que Jy(z,y) # 0 si (z,y) €]0, +o0[?.

T !

Stv(ey) = v y)onazty=a'+y et —m = x'iy’

y = 3’. D’autre part, on a

d’oti 'on déduit immédiatement x = z’ puis

1 1
Jw(may) = Y -T =
(+y)? (z+y)?

1
z+y’

qui est bien sfir non nul sur ]0,+oo[?. Par conséquent, 1 est un C!-difféomorphisme de ]0,+oo[? sur
¥ (]0,400[?). Si z et y sont strictement positifs on a @ < x + y de sorte que ¥ (]0, +00[?) CJ0, +00[x]0,1].
Montrons 'inclusion inverse. Pour (u,v) €]0,+00[x]0, 1], résolvons 1’équation ¥ (z,y) = (u,v); on obtient
facilement (z,y) = (uv,u(1 —v)) = ¢! (u,v) qui appartient & ]0, +oo[2. D’ott ¢ (]0, +-00[*) =]0, +00[x]0, 1[.
On calcule I'(a)I'(b) — la fonction & intégrer est positive — a l'aide du changement de variables (u,v) =
Y(x,y). Pour cela on exprime e~ (@+¥)za=1yb=1 /| (z 4)| en fonction des nouvelles coordonnées, soit

e—(x-}-y)xa—lyb—l
|y (2, y)]

Finalement, on obtient

= e " (u)* " (u(l — )" u = e ut Tt (1 — )b

T(a)L'(b) = / e @) ga=lyb=1 dody = / e Uty (1 — 0)P 7t dudv
10,4-00[? 10,400[x]0,1[

et d’apres le théoréeme de Tonelli
I'(a)T(b) =T(a+b) B(a,b).



