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Exercice 1. Soit ρ > 0. Sur P(N), on définit l’application µ suivante :

µ(A) =


∑

k∈A ρ
k, si A est un ensemble fini,

+∞, sinon.

1. Soit n ∈ N∗. Montrer que, pour tous (Ak)1≤k≤n deux à deux disjoints,

µ

(
n⋃

k=1
Ak

)
=

n∑
k=1

µ(Ak).

2. Soit A = {2k, k ∈ N} l’ensemble des entiers pairs. Calculer, pour n ∈ N∗,
µ(A), µ (Ac) , µ({0, . . . , n}), µ(A ∩ {0, . . . , n}).

3. Pour quelles valeurs de ρ, µ est-elle une mesure positive sur (N,P(N)) ?

Exercice 2. Soient (E,A, µ) un espace mesuré et f : E −→ R+ une fonction mesurable.
On note {f ≥ a} à la place de {x ∈ E : f(x) ≥ a}, etc.
1. Montrer que ∫

E
f(x)µ(dx) =

∑
n≥0

∫
E
f(x)1{n≤f<n+1}(x)µ(dx).

En déduire que∑
n≥1

nµ({n ≤ f < n+ 1}) ≤
∫

E
f(x)µ(dx) ≤

∑
n≥0

(n+ 1)µ({n ≤ f < n+ 1}).

2. (a) Montrer que, pour tout k ∈ N,
µ({f ≥ k}) =

∑
n≥k

µ({n+ 1 > f ≥ n}).

(b) En déduire que ∑
k≥1

µ({f ≥ k}) =
∑
n≥1

nµ ({n ≤ f < n+ 1}) .

(c) En déduire que∫
E
f(x)µ(dx) < +∞ =⇒

∑
n≥1

µ({f ≥ n}) < +∞.

3. On suppose que µ(E) < +∞. Montrer que∫
E
f(x)µ(dx) < +∞ ⇐⇒

∑
n≥0

µ({f ≥ n}) < +∞.

1 Fin de l’épreuve


