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Exercice 1.
1. Voir cours.

2. On a bien siir v(f) = 0. Soit (A,)n>1 C A deux & deux disjointes. Puisque 14, = > 14, et f est
positive, le corollaire pour les séries du théoréeme de convergence monotone donne immédiatement

V(UA,) = /E S f@)ta, () pldz) = /E F@)a, (2) pldz) = 3 v(An),

n>1 n>1 n>1

ce qui montre que v est une mesure positive. Si u(A) = 0, d’apreés le théoréme de convergence monotone
b) b)

0< u(A) = /A £(2) pldz) = sup /A min(f(z), n) pu(dz) < sup(na(A)) = 0.

n>1 n>1

3. La matrice <? _13> étant inversible, (u,v) = ¥ (x,y) = (22 + y, 2 — 3y) est un C!-difféormorphisme de

R2. Par ailleurs, Jy(z,y) = —7. D’apres la formule du changement de variable,

I= [ fwyduds = | e Iyt dedy = 72

R2
Exercice 2. Vérifions les trois points de la définition.
1. 0 € F puisque 0 € A (A tribu) et u(0) =0;
2. Soit A € F. Alors A € A et p(A)(1 — pu(A)) = 0. A étant une tribu, A° € A et d’autre part
(A% (1 — p(A°) = (1 — p(A))p(A) = 0 ce qui montre que A® € F.
3. Soit (An)n>0 C F C A. A étant une tribu, UA,, € A. Deux cas de figure se présentent :
(a) Il existe p € N tel que p(A4,) = 1. Dans ce cas, 1 = u(A4,) < p(UA,) <1.
(b) Pour tout n € N, u(A4,) = 0. Dans ce cas, 0 < u(UA,) <> u(4,) =0.
Par conséquent, UA,, € F
Donc F est une tribu sur E.

Exercice 3. 1. Soit n > 1. Puisque |sinz| < min(1, |z]), on a

1 1
/R @l Aa) < /] L \do) + /[ L Mdz) < 400

A[x T ool T

d’apres le critéere de Riemann, en 0 pour la 1*¢ intégrale, en 'infini pour la 2°.
. sinx . 9
2. (a) Pour tout z > 0, lim,, o0 frn(z) = o2 Par ailleurs, pour tout = > 1, sup,,>1 | fn(2)| < 27°. Comme

x — x~2 est intégrable sur [1,+o00[, on obtient, d’aprés le théoréme de convergence dominée de Lebesgue,

lim frn(x) Mdx) = / lim f,(x) AM(dx) = 1/1+OO si;;x dz € R.

n—+4o0o [1,400[ [1,+oo[n‘>+°° 2

(b) Sur ]0,1[, les fonctions f, sont positives. Le lemme de Fatou donne, puisque sinx ~ z au voisinage
de 0,

oo = & / Sm(;”) Adz) = / liminf f,(z) \(dz) < liminf | fu(z) M(dz).
2 o @ 10,1] 10,1]

Par conséquent, compte tenu de la question précédente,

lim fu(x) A(dx) = +00, et, lim fn(z) A(dx) = +o0.

n—oo n—oo
10,1[ R



—t2(14-2?)
e
Exercice 4. 1. Pour ¢t > 0 et x € [0, 1], posons f(t,z) = i Nous avons :
x
— Pour tout ¢ > 0, x — f(t,x) est borélienne sur [0, 1] car continue.
t

— Pour tout z € [0,1], t — f(¢,) est de classe C* sur R et

e, w20 D ay= a0

ot
— La fonction f(0,z) = T2 est intégrable [0, 1] et, pour tout = € [0, 1],
0
sup —f(t,x) < sup2te = V2/e e L' ([0,1]).
>0 | Ot >0

D’aprés le théoréme de régularité des intégrales a parameétre, F' est définie et de classe C* sur R et,

' 8f 2 ! 2,2
ve>0,  F(t)=[ —-(tz)de=—2te" / et da.
0 Ot 0

x

2. Puisque z — e~ ® est continue sur R, G est de classe C' sur R et, pour tout ¢t > 0, via le changement

de variable x = tu,
2 t 2 2 1 2,2
G'(t) =2e" / e dx = 2te”" / e " du=—F'(t), soit H'(t)=0.
0 0
3. (a) On a

dx

H(0) = F(0) + G(0) = /O S

Pour tout t > 0, 0 < F(t) < e_tz; par conséquent, lim; ;. F(t) = 0. D’autre part, par convergence

monotone ou dominée,
o0 2
lim G(t) = (/ e " dx)
t——4o00 0

(b) D’apres la question précédente, on a

+ 0 = arctan(1) — arctan(0) = %

2

lim H(t) = lim F(t)+ lim G(t) = ( /0 R dm>2

t—+o0 t——+oo t——+oo

7r
Or, d’apres la question 2, H est constante sur R égale a 1 Par conséquent,

+o0 2 +oo
(/ e dm) = E’ et, / e dy = ﬁ
0 4 0 2

4. La matrice A étant inversible, ¢(z) = Az est un C*-difféomorphisme de R? avec Jy,(z) = det A et on a,
via y = Az, et le théoreme de Tonelli

PG 1 ol 1 =\ _
/Rde Adlde) = ragar .6 MW = e (/Re d“) [det A

Exercice 5. 1. Soient a >0ett € R. On a

i iy 1 2
/ eem?l \(dz) = 2Re / eem % dr | = 2Re — | == @
R 0 a— it a? 42

2. Soient a > 0 et t € R. La fonction f définie par f(z,y) = e!@ttee—alzle=1¥l est continue sur R?. Comme
|f(z,9)] < e~*le=lvl f est intégrable sur R? par rapport & la mesure de Lebesque. On a alors, d’aprés le
théoreme de Fubini et la question précédente,

[ st an = [ (' [ et A(dy)) o) = [ etreinl g ),
_ “lyl [ itu+De —ale] Y
_/R(e y /Re yHT A(d:c)) /\(dy)—/Re G M),

D’ou le résultat.



3. (a) On a donc, via z = (y+t)/a, on a

2a 2
2 oYl gy = _ 2 —laz—t
/I{a2+(y+t)2€ % /Rl'|‘22e Adz).

(b) Par conséquent, pour a > 0 et ¢t € R,

) 1 1
itr  —alz| — —laz—t|
/R e T2 A(dzx) /R T2 A(dz).

Bien évidemment, pour tout x € R et tout z € R,

eita:e—a|a:| etz e—\az—t| e—|t\
li = , li = .
abor 1 + 2 1+ 22 abor 1 + 22 1+ 22
Par ailleurs,
e 1 ) 1 1
— el < e LY(R,\), —le=—tl] < e LR, \).
ii%uﬂ ~1+a2 ( ) (Sfi% 1+ 22° 1422 ( )
On obtient alors, via théoréme de convergence dominée,
itz ) 1 1 —|t|
/ 1172 A(dz) = lim etz emalel 5 A(dz) = lim 26"’”_” Adz) = / 672
R s a—0t R 1+.T a—0+ R1+Z R.l z
et finalement _
ezta: el
5 A(dr) =me
rR1+z




