Licence Mathématiques 3¢ année MATHG02 : Intégration

Tribus, Fonctions Mesurables

Exercice 1 (Réunion et intersection dénombrables). 1. On a :
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signifie que
Ynzl, k=1, Vizk I|fi(z)—f(z)]<
c’est & dire que lim, o frn(z) = f(2).
Exercice 2. Commengons par remarquer que z € limsup A,, signifie que
VvneN, dk>n, x€A,

c’est & dire x appartient & une infinité d’ensembles A,,.

D’un autre coté, z € liminf A,, signifie que
IneN, Vk>n, x¢& Ay,

c’est & dire x appartient & tous les ensembles A,, sauf un nombre fini.

1. 1l s’agit de montrer que, pour tout n € N, liminf 4,, C Uk>n Ap. Soit z € liminf A,, ; il existe ng € N tel
que x € ﬂ,@no Ay. En particulier, pour tout n, r € Anax(n,ne) C Uk>n Ag.

2. Si la suite (A, )y est croissante, pour tout n > 0, (5, Ak = An et Uy, Ak = Uj> Ar 5 par conséquent,
liminf A,, = limsup A, = U, ey A .
Si la suite (A,)y est décroissante, pour tout n > 0, (5, Ak = g>o Ak €t Uys,, Ak = An; par consé-

quent, liminf A, = limsup A, = [, cy An-

Dans le 3¢ cas, pour tout n > 0, ﬂ,@nAk = ANB et U,@nA;€ = AUB : liminf A, = AN B,
limsup A, = AU B.

Finalement, si 4,, = [2 + (=) 3+ m] pour tout n > 0, (.5, A = {3} et Uy, Ax = [1,3+ Tﬂ] :
liminf A,, = {3}, limsup 4,, = [1, 3].
Exercice 3. 1. Soit x € R. L’ensemble A = {f(y) : y < x} est non vide car f(x—1) € A et majoré par f(z)
car f est croissante. Soit M = sup A = sup,, ., f(y). Pour tout ¢ > 0, il existe t € A tel que A —e <t < A.

Or t = f(z) avec z < z. Comme f est croissante, pour tout z < y <z, A —e <t = f(z) < f(y) < A. Par
conséquent, lim, . f(y) = sup,, f(y). On montre de méme que lim, ., f(y) = inf,~. f(y).

2. Notons D I’ensemble des points de discontinuité de la fonction croissante f. On a

p—{acr: tim )~ tiw f0)>0f = {oenn: tim o)~ tw 10>}

y—x+ Yy—T— 31 y—x+ Y—T— n
Pour tout n, f(n+ 1) — f(—(n + 1)) est supérieure & la somme des sauts de Uintervalle [—n,n]. Comme

f(n+1)— f(—(n+1)) est une quantité finie, pour tout € > 0, le nombre de sauts de l'intervalle [—n,n]
supérieurs a € est fini. En particulier, A,, est fini et D est (au plus) dénombrable.
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Exercice 4. Soit n > 0. Pour tout k > n, ap + by < supy>,, ax + Supy,, bx ; donc

sup(ay + bg) < sup ay + sup bg.
k>n k>n k>n

En prenant la limite quand n tend vers Uinfini, on obtient lim sup(a,, + b,) < lim sup a,, + limsup by,.

Prenons a, = (—1)" et b, = (=1)"*1. On a limsupa,, = limsupb, = 1 alors que limsup(a, + b,) = 0
puisque a, + b, = 0 pour tout n.

Soit n € N. Pour tout k& > n, a — by < SUPg >y, Gk — infy>, by. Par conséquent,

sup(ay — bg) < supay — inf by, et, limsup(a, —b,) < limsup a,, — liminf b,,.
k>n k>n k>n

Cette derniére inégalité est une égalité lorsque a, = (—1)" et b, = (=1)"*+1.

Exercice 5. Comme R est complet, la suite (f,,(z))n>0 et convergente si et seulement si elle est de Cauchy
c’est a dire, comme lim, ,,, 27" =0,

VreN, dneN: Vk>=n,Vl>n, |fu(z) — filx)] <277

autrement dit (f,(x))n>0 est convergente si et seulement si = appartient a I’ensemble

ﬂreN UneN ﬂk>n ﬂl>n {zeR:|fi(x) - filz)] <277},
Pour tous entiers k et I, | fr — fi| est une fonction mesurable et donc, pour tout r,
{zeR:|fi(z)— filz)| <277} € A

Une tribu étant stable par union et intersection dénombrable,

A=, UM Ny {2 € R ) — @] <277} € A

On peut aussi remarquer que (f,,(2))n>0 converge dans R si et seulement si z appartient a I’ensemble
{z € R:liminf f,(z) > —oo} m{x € R:limsup fp(z) < +o0} m{x € R:liminf f,(z) = limsup f,(z)}.
Exercice 6. Dans R, A4,, = [n, +00].
Exercice 7. Rappelons que
i) ={z e B: f(x) €Y}, f(X)={f(2):2€X}.

En particulier, z € f~1(Y) équivaut a f(z) € Y.

1. Dire que x € f~1(Y®) signifie que f(x) € Y c’est a dire que f(x) € Y soit, en contraposant I’équivalence
ci-dessus, que x ¢ f~1(Y) ou encore que x € (f’l(Y))c.
On considere la fonction f(z) = 22 de R dans R. Si

(i) Si X =[=1,1], f(X¢) =]1,+oo[C f(X)* =] — 00, 0[U]1, +00[;
(i) Si X = [0,1], £(X°) =]0,+oo[ et f(X)° =] — o0, 0[U]1, +o0].
On considére f(z) = 22 de R dans R, .

(i) Si X = [0, 400, f(X)*=0C f(X°) =]0,+00].
2. Ona

ref(NY) = flx)enYy«<=Viel, fz)eYi<=Vicl, zc f (V) <= zcnf (V) ;
refHUY) = flx) e W= Ticl, fla)eYi<=Ticl,zc f (V) <=z cUf (V).



Dire que y € f(UX;) signifie que y = f(z) avec x € UX; c’est & dire qu’il existe i € I et € X; tel que
y = f(x) soit encore qu’il existe i € I tel que y € f(X;) autrement dit que y € Uf(X;).

Pour tout 4, comme NX; C X;, on a f(NX;) C f(X;) et donc f(NX;) C Nf(X;).

L’inclusion dans l'autre sens est fausse en général. Par exemple, si f(z) = 22 de R dans R, X =] — 00, 0]
et Xo =|0, 400, f(X1 N X3) =0 alors que f(X71) N f(X2) =]0, +o0].

Elle est vraie si f est injective. En effet, si y € Nf(X;), pour tout ¢, il existe z; € X; tel que y = f(x;).
Comme f est injective, tous les z; sont égaux, disons & z, qui est élément de NX; ; donc y € f(NX;).

Exercice 8 (Fonctions indicatrices).
Exercice 9. Remarquons tout d’abord un ensemble A appartient a A si et seulement si A est symétrique
c’est a dire —x € A deés que x € A.

1. Vérifions les trois points de la définition.

(i) 0 € A.

(ii) Soit A € A. Montrons que A° € A. Soit x € A°. Si —z ¢ A° alors —z € A. Or A est symétrique donc
x € A ce qui est bien évidemment faux. Donc —z € A° et A° € A.

(iii) Soit (A, )N C A. Soit € UA,,. Il existe n tel que = € A,,. Comme A,, est symétrique, —x € A,, C UA,,.
Donc UA,, est symétrique.

2. Puisque f est paire, f~1 (P(R)) C A. En effet, si B C Ret 2 € f~}(B), on a f(—z) = f(x) € B
c’est & dire —z € f~!(B). D’autre part, si A € A, par parité, A = f~1(f(ANR,)) ce qui montre que
AcC f7H(P(R)).
3. Commencons par montrer que les fonctions mesurables par rapport & A et A sont les fonctions f telle
que f? est paire.

(i) Soit f mesurable par rapport a A et A : pour toute partie B C R symétrique, f~1(B) est symétrique.
Soit € R. Considérons B = {f(x),—f(z)}. = appartient & f~1(B) (f(x) € B) qui est symétrique;
donc —z € f~Y(B) c’est a dire f(—z) = f(x) ou f(—z) = — f(x). Par conséquent, f2(—x) = f2(z); f>
est une fonction paire.

(ii) Réciproquement, si f est telle que f2 est paire, montrons que f~!(B) est symétrique lorsque B Dest.
Size f71(B),ona f(—x) = f%(x) et donc f(—z) = f(z) ou f(—z) = —f(z). Comme f(z) € B et
B est symétrique, —f(z) € B et donc f(—x) appartient & B c’est & dire —x € f~1(B).

Montrons & présent que les fonctions mesurables par rapport a A et P(R) sont les fonctions paires.

(i) Si f est paire, I'image réciproque de toute partie est symétrique. En effet, si z € f~1(B) i.e. f(z) € B
alors f(—x) = f(x) € B c’est a dire —z € f~(B).

(ii) Réciproquement, si 'image réciproque par f de toute partie est symétrique alors, pour tout = € R,
—z € f71 ({f(2)}) c’est a dire f(—z) = f(z). La fonction f est paire.

Exercice 10 (Tribu trace).
Exercice 11. Rappelons que A® B est la tribu engendrée sur E x F' par par les ensembles A x B, ou A € A

et BeB.

Notons P la tribu engendrée sur E x F' par par les ensembles A x B, ou A € £ et B € F. Puisque £ C A
et FCB, PCA®B.

Pour montrer que A ® B C P, il suffit de montrer, puisque que « la tribu engendrée est la plus petite
tribu contenant », que tout ensemble A x B ou A € A et B € B appartient a P.

Considérons I’ensemble C suivant : C = {A € A: A x F € P}. Montrons que C est une tribu.
(i) E € C puisque A et P sont des tribus;

(ii) SiAeCie. AXF € P avec A € A, alors A° € A car A est une tribu et (A X F)* = A°x F € P
puisque P est aussi une tribu. Donc A¢ € C.



(iii) Si (A,)n C C, pour tout entier n, A, € Aet A, x F € P. A et P étant des tribus donc stables par
union dénombrable, UA,, € A et U(4,, x F) = (UA,) x F € P. Donc UA,, € C.

Par ailleurs, puisque F' € F, £ C C par définition de P. C est une tribu qui contient £ : elle contient o(&).
Dot A = o(€) C C. Par conséquent, C = A. En particulier, pour tout A € A, A x F € P.

On montre de la méme fagon que, pour tout B € B, F x B € P et finalement que
VAe A, VBeDZB, AxB=(AxF)Nn(ExB)eP.

Exercice 12. 1. Puisque Q est dense dans R, si f(x) < g(x), il existe un rationnel q tel que f(z) < ¢ < g(x)
et réciproquement. D’ou

{eeB:f(z)<g)=JlzeE: flo)<a<g@)} =] {zeE: fle) <a}n{z e E:glz) >q}).

qeQ q€Q

Comme f et g sont mesurables, les ensembles {x € E : f(z) < ¢} et {x € F : g(x) > ¢} appartiennent
a A pour tout ¢ € Q. Une tribu étant stable par intersection et union dénombrable, A € A puisque Q est
dénombrable.

2. D’apres la question précédente, ’ensemble A’ = {z € E : g(x) < f(z)} € A. Par conséquent, B = (A’)°
et C'= B\ A sont éléments de A.

Exercice 13. Montrons que f n’est pas continue sur Q. Soit zg € Q. On a f(z¢) > 0. Soit z un irrationnel
(par exemple z = v/2). Pour tout n € N*, x, = zo + z/n est irrationnel et f(z,) = 0. Par conséquent,
limy, 00 T, = 2o et limy, o0 f(2,) =0 < f(20) : f n’est pas continue au point zg.

Montrons que f est continue sur R\Q. Soient zp € R\Q et (x,,)n>0 telle lim,_,o z, = 9. Comme z¢ # 0,
on peut supposer que z,, # 0 pour tout n. Supposons que la suite (f(xy))n>0 ne converge pas vers f(xo) = 0.
Comme f est positive, il existe ¢ > 0 telle que, pour tout n > 0, il existe k > n, telle que f(zx) > . 11
existe donc une sous-suite (z, ) telle que f(z,,) > €. Puisque f est nulle sur R\Q, z,,, = pn, /dn, € Q avec
Dn,, € Z et qp, € N* premiers entre eux et f(z,,) = 1/gn, > €. La suite (¢n, )x est donc bornée; elle possede
une sous-suite convergente (anj ). La suite (pnk]_ = Ty, an]_) est aussi convergente. Ces deux suites étant a
valeurs dans N* et Z, elles sont constantes & partir d’un certain rang : pour tout j > jo, Ty, = p/q avec
p € Z* et q € N*. Ceci est impossible car on aurait lim Ty, = p/q € Q alors que lim Ty, = To Z Q.

Exercice 14 (Algebre des fonctions étagées).



