Licence Mathématiques 3¢ année MATHG602 :

Intégrale de Lebesgue

Dans toute la suite (E, A, 1) est un espace mesuré.

Exercice 1. Soient (ug)r>0 une suite de mesures positives sur (E, A).
1. On considére la mesure positive p définie par
VAe A,  p(A) =) m(A)
k>0

Montrer que, pour tout fonction f € M,

[ t@ntin) =3 [ #e) (da).

k20
On pourra utiliser la méthode usuelle : f =14 puis f € &4 puis f € M.
Comment se traduit ce résultat lorsque =3, - Pk 0z 7

2. On suppose la suite (p)k>0 croissante et on considere la mesure positive

n(A) =supur(4), AeA
k>0

Montrer que

Vi e M, /Ef(x)u —sup/f ) k().

k>0

Exercice 2. Soit f: E — R, une fonction mesurable.

1. Montrer que
tim [ min(7(e). ) ptde) = [ @) p(da

n—oo E
2. Déterminer

lim f( ) Yuer f(x)<n} (@) p(dz).

n—oo
En déduire que, lorsque f est u—integrable, lim, oo np ({z € E: f(z) 2n})=0.
Exercice 3. Soit (fn)n>0 une suite décroissante de fonctions mesurables et positives.

1. On suppose que fE fo(z) p(dx) < co. Montrer que

tim [ fu(e)n(a) = [t (o) utdo)

n—oo n— oo

2. Montrer que ce résultat peut étre faux si [, fo(z) p(dr) = +oo0.
3. Quel résultat retrouve-t-on si f, = 14, avec A, € A et (A,)n>0 décroissante ?

Exercice 4. Pour n > 1, on considere la fonction
x n
fa@) = (1+2) Lou(@).

1. Pour tout = > 0, déterminer lim,,_,  frn(2).

Intégration

2. Pour 0 < & < m, soit g,(z) = In fr41(z) — In f,(z). Montrer que g, est positive sur [0, n[. En déduire que

(fn)n>1 est croissante.

3. Solent 0 <p<letpu=3 -, p(l- p)*~1 65, Déterminer

lim fn() p(da).

n—r oo
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Exercice 5. Soit A la mesure de Lebesgue sur R. Donner un exemple de fonction f : Ry — R continue
et non bornée telle que
f(z) A(dz) < +o0.
Ry
Exercice 6. Soit f : R — C une fonction continue, nulle presque partout pour la mesure de Lebesgue.
Montrer que f est nulle.
. . . o sin x s .
Exercice 7. 1. Soit f la fonction définie sur |7, +o00[ par f(z) = . Montrer que 'intégrale de Riemann
x
—+o0

généralisée / f(x) dx converge mais que f n’est pas Lebesgue intégrable sur [m, +ool.
s

2. Soient T' > 0 et u une fonction continue et T-périodique. Montrer que f(x) = u(x)/z est Lebesgue
intégrable sur [T, +o0] si et seulement si u est nulle.

Exercice 8. Montrer que

k 4 2
2 k 1
tim 320 (1_ ) — oo, im [ Mm@ g
n—oo £ n + k n—oo Jo 1+ nz* 4+ \/ﬁe””

Exercice 9. Soit f € M, a valeurs dans R;. Montrer que
[ f@nldn) =3 [ f@t e senin @) utdo)
E 70/ E
En déduire que
Zn,u({x EFE:n< f(z)<n+1}) </ f(z) pldz) < Z(n+1)u({x €EE:n< f(x)<n+1}),
n>0 E n>0

puis que

| H@utn) < +00 - = S ulte e B f@) > nh) < +ox,

et que, lorsque p est finie,

/Ef(:c)u(dx)<+oo = Zu({er:f(x)>n})<+oo.

n=0

Exercice 10. Soit f : E — C mesurable. Montrer que f est p-intégrable si et seulement si

ZQ"M ({zeE:2" < |f(z) <2"'}) < +o0.
nez

En considérant la fonction  — 27 %1y ;[(), retrouver le critere de Riemann.

Exercice 11. Soit f € L}.

1. On suppose que f est bornée. Montrer que

li dz) = 0.
i Af(x)u( )

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on ne suppose plus f bornée.  On pourra penser 3 f,, = min(n, f).



