
Licence Mathématiques 3e année MATH602 : Intégration

Intégrale de Lebesgue

Dans toute la suite (E,A, µ) est un espace mesuré.

Exercice 1. Soient (µk)k>0 une suite de mesures positives sur (E,A).
1. On considère la mesure positive µ définie par

∀A ∈ A, µ(A) =
∑
k>0

µk(A).

Montrer que, pour tout fonction f ∈M+,∫
E

f(x)µ(dx) =
∑
k>0

∫
E

f(x)µk(dx).

On pourra utiliser la méthode usuelle : f = 1A puis f ∈ E+ puis f ∈M+.
Comment se traduit ce résultat lorsque µ =

∑
k>0 pk δxk

?
2. On suppose la suite (µk)k>0 croissante et on considère la mesure positive

µ(A) = sup
k>0

µk(A), A ∈ A.

Montrer que
∀f ∈M+,

∫
E

f(x)µ(dx) = sup
k>0

∫
E

f(x)µk(dx).

Exercice 2. Soit f : E −→ R+ une fonction mesurable.
1. Montrer que

lim
n→∞

∫
E

min(f(x), n)µ(dx) =
∫
E

f(x)µ(dx).

2. Déterminer
lim
n→∞

∫
E

f(x)1{x∈E:f(x)<n}(x)µ(dx).

En déduire que, lorsque f est µ-intégrable, limn→∞ nµ ({x ∈ E : f(x) > n}) = 0.

Exercice 3. Soit (fn)n>0 une suite décroissante de fonctions mesurables et positives.
1. On suppose que

∫
E
f0(x)µ(dx) <∞. Montrer que

lim
n→∞

∫
E

fn(x)µ(dx) =
∫
E

lim
n→∞

fn(x)µ(dx).

2. Montrer que ce résultat peut être faux si
∫
E
f0(x)µ(dx) = +∞.

3. Quel résultat retrouve-t-on si fn = 1An
avec An ∈ A et (An)n>0 décroissante ?

Exercice 4. Pour n > 1, on considère la fonction

fn(x) =
(

1 + x

n

)n
1[0,n](x).

1. Pour tout x > 0, déterminer limn→∞ fn(x).
2. Pour 0 6 x < n, soit gn(x) = ln fn+1(x)− ln fn(x). Montrer que gn est positive sur [0, n[. En déduire que
(fn)n>1 est croissante.
3. Soient 0 < p < 1 et µ =

∑
k>1 p(1− p)k−1 δk. Déterminer

lim
n→∞

∫
E

fn(x)µ(dx).
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Exercice 5. Soit λ la mesure de Lebesgue sur R. Donner un exemple de fonction f : R+ −→ R+ continue
et non bornée telle que ∫

R+

f(x)λ(dx) < +∞.

Exercice 6. Soit f : R −→ C une fonction continue, nulle presque partout pour la mesure de Lebesgue.
Montrer que f est nulle.

Exercice 7. 1. Soit f la fonction définie sur [π,+∞[ par f(x) = sin x
x

. Montrer que l’intégrale de Riemann

généralisée
∫ +∞

π

f(x) dx converge mais que f n’est pas Lebesgue intégrable sur [π,+∞[.

2. Soient T > 0 et u une fonction continue et T -périodique. Montrer que f(x) = u(x)/x est Lebesgue
intégrable sur [T,+∞[ si et seulement si u est nulle.

Exercice 8. Montrer que

lim
n→∞

∑
k>0

2n+ k

n+ k

(
1− 1

n

)k
= +∞, lim

n→∞

∫ 4

0

nx cos2(x)
1 + nx2 +

√
nex

dx = +∞.

Exercice 9. Soit f ∈M+ à valeurs dans R+. Montrer que∫
E

f(x)µ(dx) =
∑
n>0

∫
E

f(x)1{n6f<n+1}(x)µ(dx).

En déduire que∑
n>0

nµ ({x ∈ E : n 6 f(x) < n+ 1}) 6
∫
E

f(x)µ(dx) 6
∑
n>0

(n+ 1)µ ({x ∈ E : n 6 f(x) < n+ 1}) ,

puis que ∫
E

f(x)µ(dx) < +∞ =⇒
∑
n>1

µ ({x ∈ E : f(x) > n}) < +∞,

et que, lorsque µ est finie,∫
E

f(x)µ(dx) < +∞ ⇐⇒
∑
n>0

µ ({x ∈ E : f(x) > n}) < +∞.

Exercice 10. Soit f : E −→ C mesurable. Montrer que f est µ-intégrable si et seulement si∑
n∈Z

2nµ
({
x ∈ E : 2n 6 |f(x)| < 2n+1}) < +∞.

En considérant la fonction x 7−→ x−α1[1,+∞[(x), retrouver le critère de Riemann.

Exercice 11. Soit f ∈ L1
R.

1. On suppose que f est bornée. Montrer que

lim
µ(A)→0

∫
A

f(x)µ(dx) = 0.

2. Montrer que le résultat est encore vrai si on ne suppose plus f bornée. On pourra penser à fn = min(n, f).
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