Licence Mathématiques 3¢ année MATHG02 : Intégration

Théoreme de convergence dominée et applications

Dans toute la suite (E, A, 1) est un espace mesuré.
Exercice 1. Soit f: E — C une fonction intégrable. Montrer que
1 2
Z — |f|7dp < +o0.
a1 JfI<n}
La réciproque est-elle vraie ?

Exercice 2. Dans chacun des exemples suivants, déterminer la limite de la suite (U,), -, :

=

2

7L2 . n
n n sin k k
Un = ) Un = ‘ 5> U, = —— .
N R G

k>0 1<i<2n

Exercice 3. Dans chacun des exemples suivants, déterminer la limite de la suite (In)n>1 :

1 0 _ : 1/n
I - / " anh(z/n)ds, T = / nexp(=2) / sinu_w g,
0 1+ a2 o nz+1 j0,00[ U? 1+4ul/m

"1 ¢ t dt
In=/<1+>ex ~Lyat, In=/7»
o n n) o) ro(L4 |t24%)

ou A désigne la mesure de Lebesgue sur R.

Exercice 4. Montrer que la fonction f : z —

est intégrable sur ]0, col.

Etablir la relation

> sinw 1
dx = —_—
/O e2.’r_1 L Z 1+4n2

n>1
On pourra d’abord démontrer que, si z > 0, f(z) =) -, e~ 2" sin .
=

Exercice 5. Soient f : E — C une fonction intégrable et (A,)n,>1 C A une partition de E. Montrer que
[ f@utdn) =3 [ 5o utde)
E A"L
1

n>1
Calculer 'intégrale sur Ry par rapport a la mesure de Lebesgue de f(x) = W 1.50.
z|!

Exercice 6. Pour n > 1 et € R, on pose u, (1) = e~ "¢ — 2e~212,
1. Montrer que ) u, converge simplement sur R et déterminer sa somme S.

2. Calculer, puis expliquer les résultats,
oo oo
/ S(x)dx, Z/ un () da.
0 n=1 0

Exercice 7. Soit F' la fonction définie sur R4 par

fo%e) . 2
F(t):/ (Smx> e~ dr, t3>0.
0 x

1. Montrer que F est continue sur Ry et C? sur R%.

2. Calculer F" et déterminer les limites de F(t) et F'(t) quand ¢t — +oo.

3. En déduire une expression simple de F.
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Exercice 8. Soit v une mesure sur (R, B(R)) telle que, pour tout réel 8, x — exp(Sx) est y-intégrable.
1. Montrer que 7y est finie 7
2. Montrer que, pour tout réel S et tout p > 0, x — exp(B|z|) et © — exp(f|z|)|x|P sont y-intégrables.

3. Montrer que, pour tout complexe z, x — exp(zx) est y-intégrable sur R et que

/R exp(22) 7(dz) = Z%T /R 2" (d).

n>=0

4. Soit la fonction réelle F' définie par :

F(t) :/}ReXp(m)y(dx).

1 —tcos(x)
(a) Montrer que F est continue sur | — 1, 1].

(b) Montrer que F est dérivable sur | — 1, 1] et donner une expression de F'. F est-elle C! sur | — 1,1[?

(c) On suppose que v a pour densité z — 6’12/2/\/ 27 par rapport a la mesure de Lebesgue. Montrer
que, si t €] — 1,1[, F(t) n’est pas définie.

Exercice 9. Soient f : R — C une fonction intégrable par rapport a la mesure de Lebesgue et p une
mesure bornée sur (R, B(R)). On définit, pour ¢ € R,

7t) = / ¢ fa)de,  At) = / ¢ ().

1. Montrer que f et ji sont uniformément continue sur R.

2. Montrer que si © — z f(x) est intégrable alors fest de classe C' sur R. Que faut-il supposer pour i soit
de classe C' ?

3. Calculer fet 1t dans les cas suivants :

ok
f@y=e ., fl@)=e"loz0, p=01+6)/2, p= Ze_aﬁ O, o> 0.
k>0 ’

4. L’objectif est de calculer f, notée g dans cette question, lorsque f(z) =

1422
(a) Montrer que g est réelle et paire.

(b) Soit (gn)n>1 la suite de fonctions définies par

n ite
gn(t):/ ﬁdm, n>1 tekR.

Montrer que g, est C! sur R et que (g/,) converge uniformément sur [a, +oo[ pour tout a > 0.

(c) En déduire que g est dérivable sur R* et que

s

vt >0, g'(t):/ W giug

- 5 €
]Rt2+u2

(d) En déduire que g est deux fois dérivable sur R et que g”(t) = g(t) pour tout ¢ > 0.
(e) Calculer g(0) et limy_, o g(t). En déduire que, pour t € R, g(t) = we~Itl.

Exercice 10. Préciser le domaine de définition de la fonction
1
B(z,y) :/ t* (1 —t)vLat.
0

Montrer que B est C' sur son domaine de définition.



