Licence Mathématiques 3¢ année MATHG02 : Intégration

Mesures produit

Exercice 1. Soit f la fonction définie sur I'espace produit Ry x [0, 1] par f(z,y) = 2e~2%Y — e=%Y,

1. Montrer que f est B(R;) ® B([0, 1])-mesurable.

2. Calculer/ flz,y)dz ) dy et / f(z,y)dy | dz. Conclure.
(0,1] \/R+ R4 \/[0,1]

. L T ng
Exercice 2. 1. Montrer que l'intégrale I = 5

0 e —

1
I:_Q/ Iz
o 1—2a?

drd
2. Calculer de deux facons différentes l'intégrale / e —
w2 (1+y)(1+2%y)

T dx est bien définie et qu’elle vaut encore

et en déduire la valeur de I.

3. Déduire de la question précédente et d’un développement en série entiere de 1/(1 — 22) les égalités
1 2 . 1 7
E ———— = —, puis E — = —.
2 2
= (2n+1) 8 i 6
Exercice 3. Soit (E, A, 1) un espace mesuré. Soit f et g deux fonctions mesurables positives sur (E, A).

1. Montrer que A = {(z,t) € E xR, ; f(z) >t} € A® B(Ry).

2. Montrer que /Efdﬂ:/R p({f = tHA(dr).

3. En déduire que, pour tout p > 1, /

g dp = / Pt u({g > thAdr).
E Ry

4. Que dire de / @ o fdu si ¢ est une fonction croissante de classe C! sur R, nulle en 0 ?
E

5. En considérant 'application de E x Ry x Ry dans Ry, F' : (2,5,1) = 1[5 1oo[(f(2)) 1}, 400(9(2)),
montrer que

/ fodyu = / u({f > s} 0 {g > )Ads)\(de).
E R2

Exercice 4. Soit f une fonction de R? dans R. Soit I un intervalle de R. Dans chacun des cas suivants,

déterminer si f est L.I. sur R? et calculer, si elles existent les intégrales itérées / / flx,y)A(dx) M(dy) et
rJr

/I/If(ffay))\(dy) A(dz).

-1 siz>0et0<y—x<1,
:102—y2 2 siz>0etl<y—z<2

z,Y) = ————=—= avec [=1[0,1] et T,y) = " avec I=R.
f@9) (z? +y?)? (0.1] USE -1 siz>0et2<y—x<3,

0 sinon.

Exercice 5. Soit f et g les fonctions définies sur R par

400 . 400 . 2
f@) = / ST o—to gy et g(t) = / (smx) e 1 dx.
0 0

T T
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1. Montrer que f est continue sur R} et g sur R..

: 1
s
2. Calculer f(t) pour tout ¢ > 0 en partant de I’égalité ne_ / cos(zy) dy.
x 0

sin x (2zy)

2 1 .
3. Calculer g(t) pour tout ¢ > 0 en partant de I'égalité (> = / Sl dy.
X 0 x

4. En déduire la valeur de g(0).

Exercice 6. Une formule d’intégration par parties généralisée

1. Soit p et v des mesures finies sur B(R). On désigne par F et G leurs fonctions de répartition respectives;
c’est-a-dire que
Ve eR, F(z)=p(]—o0,z]) et G(z)=v(—o0,z]).

Pour des réels fixés a et b, avec a < b, on définit A = {(:r,y) ER?;a<y<e< b}. En calculant de
deux fagons différentes u ® v(A), montrer que

] b]F(f)u(dtH ] b]G(t) pu(dt) = F(O)G(b) — F(a)G(a).

2. Soit f et g sont des fonctions positives, A-intégrables sur R et

Vo € R, F(x):/w fdx, et G(m):/aj gdA.

—0o0 — 00

Montrer que F et G sont les fonctions de répartition de deux mesures finies sur 5(R). En déduire que

Va,b € R, a <b, : b]F(a?)g(:E) A(dz) + : b}f(a:)G(x) Adz) = F(b)G(b) — F(a)G(a).

Exercice 7. Soient f et g deux fonctions de £§()), g étant bornée. On définit le produit de convolution de
f et g notée f * g sur R par

VeeR, (f+g)z)= /R f(& - y)g(y) dy.

1. Montrer que f % g est bien définie et que f *x g = g * f. Montrer que f * g est bornée et intégrable.
2. Montrer que si f et g sont positives et d’intégrale 1 (pour ), il en est de méme pour f * g.

3. Montrer que, pour tout t € R
/ e (f x g)(x) dr = / e f () d:r:/ e g(x) dr.
R R R

4. On ne suppose plus que g est bornée (f et g sont intégrables). Montrer que (z,y) — f(x —y)g(y) est
intégrable sur R%. En déduire que f * g est définie presque partout et intégrable.



