Licence Mathématiques 3¢ année MATHG02 : Intégration

Changements de variable

Exercice 1. La fonction 2 — sin(||z||) ||z|| =3¢~ *Il est-elle intégrable sur R? ? sur R ?

Exercice 2. Le passage en coordonnées polaires.

1. Montrer pour f € L'(R?)

+o0 pm
/ f(z,y)dxdy = / f(rcos,rsinf)rdrdo.
R2 0

—T

2. Pour f € LY(R3), démontrer en utilisant le changement de variables en dimension deux (z1,z2) =
(ycosB, ysinf) que

I= // flx1, 22, x3)dr1d2odrs :/ (// f(ycos&ysin@,m)ydyd&)dm,
R3 R y>0,]0|<m

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) que
+oo
I= / // f(rsin¢cosf, rsin ¢sinb, rcos ¢)sin ¢ df deo r’dr.
0 0|<m, 0<p<m
On pose, par exemple pour g continue sur S? la sphére unité de R3,
/ g(w)dos(w) = // g(sin ¢ cos 6, sin ¢ sin 6, cos @) sin ¢ db de.
S2 0| <, 0<op<m
Montrer que pour f € C.(R3),

“+o0
f(z)dx = /0 . flrw)dos(w)ridr.

R3

3. Soit n un entier > 2 et F' € C.(R™"1). On suppose définie 'intégrale d’une fonction continue sur la spheére
S"~1 et démontrée la formule (pour f € C.(R™))

+oo
f(z)dx :/ / flrw)do, 1 (w)r™tdr.
R™ 0o Jsn-t
Montrer que

J = F(zy, - ,zp, Tpy1)der - - - depde, 11 :/

/ F(yw,x)don,l(w)yn_ldydac,
Rn+1 R JwesSn—1 y>0

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (z,y) = (r cos ¢, rsin ¢) que

+oo
J :/ // F(rwsin ¢, rcos ¢)(sin ¢)" ! do,_1(w) dpr"dr.
0 weSn—1, 0<p<T

Pour g continue sur la sphére S™, on pose

| o@ion@ = [ [ gwsing.cosg)(sing)" " do-ae) do,

n 0<p<m Jgn—1
Montrer que
—+oo
F(x)dx z/ F(rQ)do,(Q)r"dr.
o Jsn

Rn+1

Ph. Briand & K. Kurdyka 1 Université Savoie Mont Blanc



Exercice 3 (Fonctions I' et B). 1. Rappeler le domaine de définition des fonctions I" et B suivantes :
o'} 1
I'(a) :z/ e Tz dx, e, B(a,b) :z/ 2271 — z)" L.
0 0
2. Soient a > 0, b > 0. Montrer que
/ e~ @) o= 1yb =1y dy = B(a, b)T(a + b).
10,00

En déduire que T'(a)T'(b) = B(a,b)I'(a + b), (indic. u=z+y, v = ﬁ), puis que, pour « €]0,1[, on a

“+o0 tocfl

MNa)I'(1—a) = /0 T tdt.

3. Soient p, q, r, s des réels strictement positifs. Calculer, en fonction de B, l'intégrale

J=/ ePhy T 1~ —y — 2)¥  dadydz,
D

ouD = {(a:,y, 2)ER3; 2>0,y>0, 2>0, 2+y+2z< 1}. En déduire une expression de .J en fonction

de T. (Indic. u:x-l-y-i-Z,v:mZZisz:yi )-

4. Montrer que pour z > 0, I'(x + 1) = «2I'(x), puis que I'(n) = (n — 1)! Que vaut J si p, q, r, s sont des
entiers ?

Exercice 4. Soit A une matrice réelle m x m, symétrique et définie positive (i.e. (Az,z) > 0si z # 0). On
rappelle que / e dt = /7.
R

1. Soit B une matrice réelle m x m. Montrer que

/m exp{ — (Az,z)} do = \/E,
(Ba,z)exp { — (Az,2)} do = 1| T trace(BA™Y).
L. Vg

(Indic. Utiliser une base orthonormale de vecteurs propres de A pour faire un changement de variables).

puis que

2. (a) Soit F' la fonction de R dans C définie par F'(t) = / e~ dz. Montrer que F est de classe C! sur
R
R et qu’elle vérifie I’équation différentielle : 2y’ + ty = 0. En déduire F.

(b) Pour y € R™, calculer U'intégrale / exp {i(y,z) } exp { — (Az, )} dz.
Rm



