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Changements de variable

Exercice 1. La fonction x 7−→ sin(‖x‖) ‖x‖−3e−‖x‖ est-elle intégrable sur R2 ? sur R3 ?

Exercice 2. Le passage en coordonnées polaires.
1. Montrer pour f ∈ L1(R2)∫∫

R2
f(x, y)dxdy =

∫ +∞

0

∫ π

−π
f(r cos θ, r sin θ)rdrdθ.

2. Pour f ∈ L1(R3), démontrer en utilisant le changement de variables en dimension deux (x1, x2) =
(y cos θ, y sin θ) que

I =
∫∫∫

R3
f(x1, x2, x3)dx1dx2dx3 =

∫
R

(∫∫
y>0,|θ|<π

f(y cos θ, y sin θ, x)ydydθ
)
dx,

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (x, y) = (r cosφ, r sinφ) que

I =
∫ +∞

0

∫∫
|θ|<π, 0<φ<π

f(r sinφ cos θ, r sinφ sin θ, r cosφ) sinφ dθ dφ r2dr.

On pose, par exemple pour g continue sur S2 la sphère unité de R3,∫
S2
g(ω)dσ2(ω) =

∫∫
|θ|<π, 0<φ<π

g(sinφ cos θ, sinφ sin θ, cosφ) sinφ dθ dφ.

Montrer que pour f ∈ Cc(R3), ∫
R3
f(x)dx =

∫ +∞

0

∫
S2
f(rω)dσ2(ω)r2dr.

3. Soit n un entier ≥ 2 et F ∈ Cc(Rn+1). On suppose définie l’intégrale d’une fonction continue sur la sphère
Sn−1 et démontrée la formule (pour f ∈ Cc(Rn))∫

Rn

f(x)dx =
∫ +∞

0

∫
Sn−1

f(rω)dσn−1(ω)rn−1dr.

Montrer que

J =
∫
Rn+1

F (x1, · · · , xn, xn+1)dx1 · · · dxndxn+1 =
∫
R

∫
ω∈Sn−1,y>0

F (yω, x)dσn−1(ω)yn−1dydx,

puis en utilisant un nouveau changement en dimension deux (x, y) = (r cosφ, r sinφ) que

J =
∫ +∞

0

∫∫
ω∈Sn−1, 0<φ<π

F (rω sinφ, r cosφ)(sinφ)n−1 dσn−1(ω) dφ rndr.

Pour g continue sur la sphère Sn, on pose∫
Sn

g(Ω)dσn(Ω) =
∫

0<φ<π

∫
Sn−1

g(ω sinφ, cosφ)(sinφ)n−1 dσn−1(ω) dφ.

Montrer que ∫
Rn+1

F (x)dx =
∫ +∞

0

∫
Sn

F (rΩ)dσn(Ω)rndr.
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Exercice 3 (Fonctions Γ et B). 1. Rappeler le domaine de définition des fonctions Γ et B suivantes :

Γ(a) :=
∫ ∞

0
e−xxa−1dx, et, B(a, b) :=

∫ 1

0
xa−1(1− x)b−1dx.

2. Soient a > 0, b > 0. Montrer que∫
]0,∞[2

e−(x+y)xa−1yb−1dxdy = B(a, b)Γ(a+ b).

En déduire que Γ(a)Γ(b) = B(a, b)Γ(a+ b), (indic. u = x+ y, v = x
x+y ), puis que, pour α ∈]0, 1[, on a

Γ(α)Γ(1− α) =
∫ +∞

0

tα−1

1 + t
dt.

3. Soient p, q, r, s des réels strictement positifs. Calculer, en fonction de B, l’intégrale

J =
∫
D

xp−1yq−1zr−1(1− x− y − z)s−1dxdydz,

oùD =
{

(x, y, z) ∈ R3 ; x > 0, y > 0, z > 0, x+ y + z < 1
}
. En déduire une expression de J en fonction

de Γ. (Indic. u = x+ y + z, v = y+z
x+y+z , w = z

y+z ).

4. Montrer que pour x > 0, Γ(x + 1) = xΓ(x), puis que Γ(n) = (n − 1)! Que vaut J si p, q, r, s sont des
entiers ?

Exercice 4. Soit A une matrice réelle m×m, symétrique et définie positive (i.e. 〈Ax, x〉 > 0 si x 6= 0). On
rappelle que

∫
R
e−t

2
dt =

√
π.

1. Soit B une matrice réelle m×m. Montrer que∫
Rm

exp
{
− 〈Ax, x〉

}
dx =

√
πm

detA,

puis que ∫
Rm

〈Bx, x〉 exp
{
− 〈Ax, x〉

}
dx = 1

2

√
πm

detA trace(BA−1).

(Indic. Utiliser une base orthonormale de vecteurs propres de A pour faire un changement de variables).

2. (a) Soit F la fonction de R dans C définie par F (t) =
∫
R
eitxe−x

2
dx. Montrer que F est de classe C1 sur

R et qu’elle vérifie l’équation différentielle : 2y′ + ty = 0. En déduire F .

(b) Pour y ∈ Rm, calculer l’intégrale
∫
Rm

exp
{
i〈y, x〉

}
exp

{
− 〈Ax, x〉

}
dx.
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