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Changements de variable

Exercice 1. Nous avons, pour tout d € N*

T sint] 1,

+oo
/ |sin(||z|)] ||| ~2e~ =1 )\d(d;z:):dVd/ \sin(t)\t"gtd’le’tdt:/
R4 0 0

D’apres le critere de Riemann au voisinage de 0, cette derniére intégrale est finie si et seulement si 3 —d < 1
c’est a dire d > 2. La fonction est donc intégrable sur R? mais pas sur R2.

Exercice 2. 1. Soit f € L'(R?). Notons A la demi-droite R_ soit {(z,y) ; <0, y = 0}. Une droite, ici
une demi—droite, étant de mesure nulle pour la mesure de Lebesgue en dimension deux on a :

J[ sy = [[ s gy

Or la fonction A définie par A(r,6) = (r cos @, r sin 6) est un C1-difféomorphisme de 'ouvert |0, co[x] -, 7|
sur R2\A qui est ouvert. En effet, A est de classe C' (et méme de classe C*°) et 'on a de plus si (r,0) €
}Oa OO[X] - ﬂ[a
cosf —rsinf
sind rcos6

JA(r,0) =

‘ =7r#0.
De plus A est injective sur ]0,00[x] — 7, [ car si (rcosf,rsind) = (' cos &, sin ') on a
72 = (rcos0)? + (rsinf)? = (1’ cos ') + (r'sin0')? = r”?
et donc r = ' puisque r et v’ sont positifs. Il s’en suit (r > 0) que (cos8,sin6) = (cos@’,sind’) qui implique
que 0 = 0" mod. 27 et donc que § = 6’ comme 0, 6’ €] — m, 7. D’ou l'injectivité de A sur |0, co[x] — m, 7.

On montre facilement que A(]O7 oo[x] =, 7TD = R?%\A. Remarquons que 'on peut déterminer la fonction
réciproque de A, via les formules, pour (z,y) € R2\A, A~ (x,y) = (r,0) avec

r=+12+192, et, 0= 2Arctg<y>.

r+ /2?42

On obtient & I'aide de la formule de changement de variables, pour ¢ C!-difféomorphisme sur 'ouvert U,

/ f(x)dz = / £ o o) o w)ldy,
p(U) U

+oo pm
/ flx,y)dxdy = // flz,y)dzdy = / f(rcos8,rsin@)rdrdd.
R2 R2\A 0o J-=x

2. Soit f € LY(R3). On a d’apres le théoréme de Fubini

I= // f(x1, 2, x3)dr1drodrs =/ (// f(x1a$27353)d371d$2)d$3a
R3 R (Il,zQ)ERQ

et d’apreés la question précédente, comme pour presque tout xs, (z1,z2) — f(x1,x2,x3) appartient a
LY(R?), on a

// f(z1, 29, x3)dadry = // f(ycosb,ysinb, x3)ydydd, p.p.
(z1,r2)€ER? y>0,|0|<m

I:/ <// f(ycosﬁ,ysin@,ozg)ydydﬂ)dxg.
R y>0,0|<m
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Finalement, posant (z3,y) = (rcos¢,rsing) = A(r,¢) et notant que l'image de ]0,00[x]0, 7] par ce
difféomorphisme est A(]0, 00[x]0, w[) = Rx]0, 00, on obtient

+oo
I :/ // f(rsin ¢ cos @, rsin¢sin b, cos ¢) sin ¢ d de rdr.
0 0|<m, 0O<¢p<m

Si maintenant f € C.(R3), on a, par définition de I'intégrale sur la sphére S? par rapport a oo et d’apres
le théoréme de Fubini,

“+o0
flx)dx = /0 . f(rw)doy(w)ridr.

R3

3. Soit n un entier > 2 et F' € C.(R"™1). Via le théoréme de Fubini, on a :

J = / F(z1, -, Tny Tny1)dzy - depda, 1 = / (/ F(i‘,xn+1)d§3> dzpi1,
Rn+1 R n

+oo
et d’apres ’hypothése de récurrence f(z)dx = / / frw)do, 1 (w)r™tdr il vient
Rn 0 Sn—1

/ F(& g1 )di = / Py, e )don—1 (0)y"dy,
n weSn—1,y>0

puis
J = / / F(yw, Tpi1)doy, 1 (w)y" tdy dz, 1.
Tpt1ER JweS?—1,y>0

Utilisant & nouveau le changement de variables (z,+1,y) = A(r,¢) comme & la question précédente, il
vient

+oo
J :/ // F(rwsin ¢, r cos ¢)(sin )"~ do,_1(w) dpr™dr.
0 wesn—1, 0<p<m

Avec la définition de l'intégrale d’une fonction continue sur S™,
| o@do,@ = [ [ glwsing.cosg)(sing)" ! dos(w) do
n 0<p<nm Jsn—1

il vient :

- F(z)dx = /OJFOO/n F(rQ)do, ()r™dr.

Remarque. 11 suffit de combiner les questions 2 et 3 de cet exercice pour montrer, par récurrence sur la
dimension de I’espace, la formule générale du passage en coordonnées polaires. On retrouve bien évidemment
le critére d’intégrabilité pour les fonctions du type f(||z|]) & 1'aide de la mesure image par lapplication
norme euclidienne de la mesure de Lebesgue en dimension n qui est la mesure sur (R,B(R)) de densité
t— nV,t" 1y L (t) ot V,, désigne le volume de la boule unité. En particulier, il faut retenir le critére de
Riemann généralisé, a savoir :
1 " n 1 Ly n
Wlllr\lﬁl intégrable sur R" <= a <n et Wlﬂxﬂzl intégrable sur R" <— a > n.

Exercice 3. 1. C’est le critéere de Riemann en 0 qui fournit immédiatement le domaine de définition des
fonctions I" et B; I'(a) est définie pour a > 0 et B(a, b) est définie pour a > 0, b > 0.

2. Fixons a > 0, b > 0 et notons pour la suite de cette question

I= / e~ @) o= lyb =1 dndy.
10,00[2

Introduisons la fonction ® :]0, oo[>— R? définie par ®(z,y) = (m + v, ny) et montrons que ® est un

C'-difféomorphisme sur ]0, 0o[2. 1l est clair que ® est de classe C* sur Pouvert ]0,00[? de R?. 1l s’agit de



vérifier que ® est injective sur ]0,00[? et que J®(z,y) # 0 si (z,y) €]0,00[% Si ®(x,y) = ®(a’,y’) on a

r4y=a+y et L =2

T = Ty d’oti 'on déduit immédiatement x = x’ puis y = 3. D’autre part, on a

1 1 1
JO(z,y) = Yy - =
(+y)? (z+y)?

7x+y’

qui est bien sfir non nul sur ]0, co[%. Il en résulte que ® est un C'~difféomorphisme de ]0, 0o sur @ (]0, 0o[?)
que nous devons déterminer. Si x et y sont strictement positifs on a © < x + y de sorte que ‘I)(]O, 00[2) C
]0, 00[x]0, 1[. Montrons Iinclusion inverse. Soit (u,v) €]0,00[x]0,1[ et cherchons (x,y) €]0,00[% tel que
D(x,y) = (x + v, ﬁ) = (u,v); on obtient facilement que (x,y) := (uv,u(1 — v)) appartient a ]0,co[? et
satisfait & ®(z,y) = (u,v). (On vient d’inverser ®). D’ott ®(]0, 0o[?) =]0, 00[x]0, 1.

On calcule I — la fonction & intégrer est positive — a l’aide du changement de variables (u,v) = ®(z,y).
Pour cela on exprime e~ @%) ¢~ 1y5=1/|J®(z,y)| en fonction des nouvelles coordonnées, soit

e~ (z+y) l.aflybfl

a—1 b—1
=e “(uv u(l—wv u=e Uyttt Tlyeml(1 — )bt

Finalement, on obtient
I= / e Uyt e (1 — 0) L dudo
10,00[x]0,1[
qui donne I'égalité a 'aide du théoréme de Tonelli-Fubini — on a deux intégrales a variables séparées —,
I =T(a)T'(b) =T(a+ b)B(a,bd).

Si & présent « €]0, 1] la formule précédente donne I'(«)T'(1 — ) = B(a, 1 — &) car T'(1) = 1. I suffit alors
faire le changement de variables y = % — 1 dans B(a, 1 — «) pour obtenir le résultat.

3. On va calculer J (tout est positif ici!) a 'aide du changement de variables défini par la formule (u, v, w) =

U(x,y,2) ot ¥: D — R3 est définie par ¥(x,y,2) = (x +y+ 2, x_@(_‘giz, yiz> Des calculs similaires a ceux

de la question précédente montrent que ¥ est un C'-difféomorphisme de D sur |0, 1[*. En effet, I'injectivité
se démontre “en cascade" et l'on a, pour (z,y,2) € D,

1 1 1
JU(z,y,2) = (x+y0+z)2 (:cy)2 (xiy T #0
(y + 2)2 (y +2)?

Finalement déterminer W(D) se rameéne plus ou moins a déterminer la fonction réciproque de ¥, soit
U (u,v,w) = (u(l —v),w(l — w),uvw), ce qui n’est pas trés difficile. Remarquant qu’en fonction des
nouvelles coordonnées (u, v, w),

xp—lyq—lzr—l(l —r—y— Z)S—l

_ up+q+r—1 1—u s—lvq—i-r—l 1—v p—lwr—l 1—w q—1
Ty D) (1-u) A (BT

)

le changement de variables défini par ¥ conduit a
J=B(p+q+rs5)Blg+r,p)B(rq),
et prenant en compte le résultat de la question précédente on obtient également

_ T (r)I(s)
I(p+q+r+s)’

4. Fixons x > 0 et calculons I'(x + 1) & 'aide d’une intégration par parties :

M(z+1) = / e 't dt = [ - efttz} ~ + / e txt®ldt = 0+ 2T(z).
10,00[ 0 10,00



Comme I'(1) = 1 = 0!, on obtient par récurrence, a 1’aide de la relation précédente, pour tout entier non nul
n, ['(n) = (n—1)! et on obtient alors, dans le cas ou p, ¢, r, s sont des entiers non nuls, 'expression suivante

pour J :
(p—D'(g—D'(r—1!(s—1)!
p+qg+r+s—1)
Exercice 4. 1. La matrice A étant symétrique et définie positive il existe une base orthonormale de vecteurs

propres de A. Notons € la matrice orthogonale formée par ces vecteurs propres. On a A = QD*Q ou D est
la matrice diagonale formée des valeurs propres de A, notées «;, qui sont strictement positives.

J =

Notons tout d’abord que les deux intégrales & calculer existent : les fonctions & intégrer sont continues
sur R™ donc mesurables et on a la majoration :

(14 [(Bx,2)]) exp { — (Az,2)} < C(1+ [l2l]?) exp{—uminlle]?}. (1

Pour le calcul de la premiere intégrale on a :

/Rmexp{—(Az,x>}dm:/Rmexp{—<QD Qz,x>}dx:/ exp{f<D Qux, Qx)}dx,

m

et effectuant le changement de variables y = Qz, on obtient, comme |det Q| =1 :

/meXp{_ <Am’$>}dx:/ﬂgme){p{_ (Dy,y)}|detQ|dy:/Rmexp{ —iaiy?}dy.

La derniére intégrale est a variables séparées; il vient facilement, utilisant le changement de variables
t; = \/a;y; dans chacune d’elles, comme det A = HZ1 Q;

m n 1 T
/ exp { — (Az,2)} do = H/Rexp{—aiy?} dyi =] 1 \/:/ReXp{_t?} i = \/;'
m i=1 1=1 !

Le calcul de la seconde intégrale se conduit de la méme fagon. En effet, via le changement de variables
y = 'Qz, on obtient :

/m (Bz, x) exp{ — <A:v,ac>} dr = /Rm ("B, y) exp{ — (Dy,y)} dy,

ce qui sous une forme développée donne

[ e aren = nayas= [ 57 (0m), o [ospi-asf) o

k=1 i=1

D’autre part, comme / yexp{—ay?} dy = 0, les termes croisés s’annulent dans la somme précédente et
R

on a en fait
m

/m (Bz,z)exp{ — (Az,z)} do = Z (tQBQ)k,k /Rm i H exp{—aiy;} dy,
i=1

k=1
et posant t; = \/agy; il vient, comme det A = H:’;l Q;,

1

(tQBQ)kkagl/ tiHexp{—t?}dt
7 R™ 1

NE

=~
Il
-

/m<Ba:,w> exp{ — (Az,z)}dz =

—

Tm-

det

(tQBQ)Moé,gl/t2 exp{—t°} dt.
’ R

=
Il

I
o
NE

1

NG

Finalement une intégration par parties montre que / t? exp{—t2} dt = 5 et il reste a remarquer que

R
Soiey (fQBQ), oyt = trace(*QBQD ) = trace(BQD ! Q) = trace(BA™!) pour obtenir

1 T 1
/m<Bx7:r> exp{ — (Az,z)} dox = 5@/ detAtrace(BA ).

2. (a) Appliquons le théoréme de dérivation des intégrales & parameétres.




. . 1 22 2 2
e Pour tout ¢, I'application z —— e*®e~*" est continue et de plus 5upt€R|emc Tl =e"

intégrable sur R. F' est donc définie sur R.

it

2 7 . 7’ . —
itre=" ogt de classe C! sur R de dérivée ize®e*

e Pour tout x de R, 'application ¢t — e

ite ,—a? |_

e On a de plus sup,cp |ize™ e z*

|x]e™™ qui est intégrable sur R.

Le théoréme de dérivation sous le signe / s’applique : F est de classe C! sur R et
Vt € R, F'(t) = / ize'™e " dg.
R

Une intégration par parties donne

/ _ _ii —a? i Lt$ —z? __E
F(t)—[ 2/6 }—1—2/the dx = 2F(t).

Intégrant cette équation différentielle en notant que F(0) = /7 il vient :
Vi € R, F(t) = Vmexp{—t*/4}.

(b) L’intégrabilité vient de la majoration (£) et le calcul s’effectue comme & la question 1. En effet,

/Rm exp {i(y,z)}exp{ — (Az,2)} dz = /Rm exp{i(y,z)}exp{ — (WD 'Qx, z) } dx

= / exp {i(y,z)} exp{ — (D *Qx,"Qx) } dx.
Rm
Le changement de variables z = {Qx, conduit &, comme |det Q| =1 :

/Rm exp {i(y,x) }exp{ — (Az,z)} dz = /m exp {i(y,Qz)} exp{ — (Dz,2) }|det Q| dz

/Rm exp {i(to, z>} exp { —(Dz, z)} dz.

On obtient alors

/Rm exp {i(y,z)} exp { — (Az,z)} dx

/]R [T exo {i(");. 2} exp { — 23} de

m

[T [ e {itu)s, e e { - a2} ds
=1’k

Il vient facilement, utilisant le changement de variables x; = ,/0;;z; dans chacune des intégrales :

/]Rm exp {z(y, x>} exp { — (Ax, z>} dx

f/m{m%w}m{ﬁm

30

= F(CQy)://as).
[[W (("Q);/v/a5)

La question précédente donne alors

: B T Ia 1
/RmeXp{l<y’z>}eXp{_<Ax’x>}dx = Vaea ™ Zz::?

ﬂ-m

cletAeXp{*Z<

D™y, "Qy) }

soit encore, comme A~! = QD1 Q)

/m exp {i(y,x)}exp{ - (A:c,:c)}dx =4/ dZ;nA exp{ - %(Aily,w}.

qui est



