UFR SceM, Master MA 1 année, MATH703

Espérance Conditionnelle I

1. Rappels.

e Dans toute ce paragraphe, (€2, F,P) est un espace probabilisé, i.e.

* €2 est un ensemble non vide.
* F C P(R) est une tribu (ou o-algebre) sur  :

1. e F;
2. SiAe F,alors A € F
3. Si (Ap)nen C F, alors Upen An € F.
x P est (une mesure de) probabilité sur (Q, F) : P: F — R, := R, U {+o0} t.q.

1. P(0) =0;
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2. Pour (Ap)pen C F t.q. A, NA,=0sik #n,

P(U An) =Y P(4,);

neN n>0
3. P(Q)=1.
Remarque(s). Une mesure de probabilité est a valeurs dans [0, 1].

Définition (Tribu engendrée). Soit C C P(£2). On appelle tribu engendrée par C, notée o(C), la
plus petite tribu sur €2, au sens de I'inclusion, contenant C.

e [L’existence de o(C) résulte du fait qu'une intersection quelconque de tribus sur €2 est une tribu
sur 2.

o SiAcCQ o({A})={0,Q A A,

Définition (Tribu borélienne). On appelle tribu borélienne de R™, notée B(R"), la tribu engendrée
par les ouverts (pour la topologie usuelle) de R™.

e OnaBR)=0({] —o0,a]:a € R}) =0 ({[a,b] :a € R,be R})
Définition. Soit X : 2 — R"™ une application. On dit que X est une variable aléatoire si
VBeB(R"), X 'B)={weQ:X(w)eB} 2 {XeB}eF.
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Remarque(s). Comme B(R) =0 ({] — 00,a] : a € R}), X est une v.a. réelle ssi, pour tout réel a,
{X <a} e F.

Définition. Soient X une variable aléatoire et G une sous-tribu de F. On dit que X est G-mesurable
si

VB e B(R"), {X € B}edg.

Définition (Tribu engendrée par une v.a.). Soit X une variable aléatoire. On appelle tribu engen-
drée par X, notée o(X), la plus petite tribu pour 'inclusion, qui rend X mesurable.

Lemme (Factorisation). Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R™. Une variable aléatoire
réelle Y est o(X)-mesurable si et seulement si il existe une fonction h : R™ — R borélienne telle
que Y = h(X).

Remarque(s). Plus généralement, si Xy, ..., X, sont des v.a., o(Xy,...,X,) est la plus petite
tribu pour linclusion qui rend X7, ..., X, mesurables et Y est o(Xj,..., X, )-mesurable ssi Y =
h(X1,...,X,) avec h borélienne.

Définition (Indépendance). Deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes si les tribus
o(X) et o(Y) le sont c’est a dire si

VB € B(R"), VC € B(R™),
PH{XeBln{YeC}H=P{XeB})P{Y €C}).
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Remarque(s). On peut également donner une définition « fonctionnelle » de I'indépendance : X
et Y sont indépendantes si et seulement si, pour toutes fonctions f et g boréliennes et bornées,

Le passage de la définition ensembliste a la définition fonctionnelle se fait via la formule :

VB e BR"), P{XeB)) =E[15X)].

2. Espérance conditionnelle.

e Soient X et Y des variables aléatoires et G une sous-tribu de F.

* Connaissant 'information contenue dans G, que peut-on dire de plus sur la v.a. X' ?
* Quelle est la meilleure approximation de X connaissant o(Y')?

* La notion d’espérance conditionnelle répond a ces questions

2.1. Exemple introductif.

e Soient X et Y deux v.a.r.; X de carré intégrable et Y discrete a valeurs ¢y < yo < y3 < ...
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Pour tout borélien B et tout j > 1, la probabilité conditionnelle

représente la fréquence de réalisation de {X € B} parmi tous les événements ot Y = y;.

On remarque que
E |[15(X) 1=y
PHY =y;})

et on définit, pour toute fonction f borélienne (bornée ou positive)
E [£(X) 1y
PHY =y;})

* En fait, la probabilité conditionnelle sachant {Y = y;}, A — P(A{Y = y;}), est la proba-
bilité de densité 1(y—, /P ({Y = y;}) par rapport a P.

P{X e BI{Y =y;}) =

Elf(X) Y =y;}] =

On définit une variable aléatoire Z en posant

Z(w) = 2 BIXI{Y = yi}] Iyw)=y,, Lo Z=EX[{Y =y}] siV =y,

Jjz1

* Z est o(Y)-mesurable puisque Z = h(Y) avec h(y) = X5 E[X [{Y = y;}] 1,—,
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* Par ailleurs, si G = g(Y) est o(Y)-mesurable et de carré intégrable, on a

E[GZ] =E |g(V) X E[X [{Y = y;}] 1r= ] ZE[ E X [{Y =y} 1v—y,] .
:;E[Q@»E[XHY:% yy,| = ;g yEX | {Y =y} PHY =y;}),
= Zg(?b)E [X1Y=yg] ZE[ 9(y;) X1y y} ZE [Q(Y)X1Y=yg}7
=E | Xg(Y Zly v | = E[Xg(Y)], puisque Zly:yj =1,

—E[GX]. )

La variable aléatoire Z vérifie les deux propriétés suivantes :

*x Z est o(Y)-mesurable;

* pour toute v.a. G, o(Y)-mesurable et de carré intégrable,
E[G(X - 2)] = (G, X ~Z)=0
olt {-,-) désigne le produit scalaire de L2

Par conséquent, Z est la projection orthogonale de X sur L?*(c(Y)), le sous-espace des v.a.
o(Y)-mesurables de carré intégrable



e / est vérifie donc

E[|IX - ZP] = min {E[|X - GP*] : G € L2(0(Y))} .

e / est la meilleure approximation de X, au sens des moindres carrés, connaissant l'information
contenue dans o(Y).

2.2. Définition.
e Soit G une sous-tribu de F

e Notons Pg la projection orthogonale sur L2(G), le sous-espace vectoriel des « variables aléatoires »
G-mesurables et de carré intégrable.

o Si X €LXF), Z = Ps(X) vérifie

* Z est G-mesurable;
* / est de carré intégrable;

* Pour toute v.a. G, G-mesurable et de carré intégrable, E [XG] = E [ZG]

e On a également,

E[|X -z =min {E[|X - G]?] : G € L2(G)}.
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e Il s’agit d’une généralisation du calcul introductif!
e On peut remarquer que E [Pg(X)] = E[X] et que Pg(X) > 0 p.s. si X >0 p.s.
e Cette construction peut étre étendue, d’une certaine maniere, aux v.a. intégrables

Définition (Espérance conditionnelle). Soient X une v.a.r. intégrable et G une sous-tribu de F. On
appelle (version de I’)espérance conditionnelle de X sachant G toute variable aléatoire Z vérifiant :

1. Z est G-mesurable;
2. Z est intégrable i.e. E[|Z]|] < +o00;
3. Pour toute v.a. G, G-mesurable et bornée, E [XG] = E [ZG].

On note dans ce cas Z =E [X | G].

Théoreme. Soient X une v.a.r. intégrable et G une sous-tribu de F. Il existe une version de
I’espérance conditionnelle de X sachant G.

Si Z et Z' sont deux versions de l’espérance conditionnelle de X sachant G, alors Z = Z' p.s. i.e.
P(Z=27)=1.

e Lorsque G = o(Y) ou Y est une v.a. dans R™, on note E [X | Y] au lieu de E [X | o(Y)]

e E[X |Y] est la meilleure approximation de X connaissant Y
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e D’apres le lemme de factorisation, Z = E[X | Y] si
1. Z=h(Y) avec h: R™ — R borélienne;
2. E[|h(Y)]] < o0;
3. Pour toute g : R™ — R borélienne et bornée, E [Xg(Y)] =E[h(Y)g(Y)].

Exemple(s). 1. Soient X et Y indépendantes; X intégrable. On a E[X | Y] = E[X]. En effet,
notant Z = E[X] :

(a) Z = h(Y) avec h fonction constante égale & E [X];
(b) Z intégrable;

(¢) Pour g borélienne bornée, puisque X et Y son indépendantes
E[Xg(Y)] =E[X]E[g(Y)] = E[E[X]g(Y)] = E[Zg(Y)].
2. Soient X et Y deux v.a.; X intégrable et o(Y')-mesurable. Alors E [X | Y] = X. En effet,

(a) X est o(Y)-mesurable;
(b) X intégrable;
(¢) Pour g borélienne bornée,

E[Xg(Y)] = E[Xg(Y)].
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3. Soit Y discrete prenant les valeurs distinctes (y;);>1. Si X est intégrable

EX|Y]=SE[X|Y=y]1 VE[X|Y =y, E X1y
= =y] 1y_,,, ob =yl = -
j>1 S ! P(Y =y;)

C’est le calcul introductif.

Proposition (Propriétés élémentaires). Soit G une sous-tribu de F.

1. Pour toute constante réelle ¢, E[c|G] = ¢;
2. Sia et b sont deuz réels, U et V deux v.a. intégrables
E[aU 4+ bV |Gl =aE[U|G]+bE[V|G] ;
3. Pour toute v.a. intégrable E[E [X |G]] = E[X];
4. St X est positive, E[X | G| est positive ; en particulier, si X est intégrable
EX[G] <E[X][g].
Démonstration. La preuve est laissée en exercice.
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Exemple(s). 1. Si X et Y sont indépendantes, alors

E|[(X+Y)?|Y]|=E|X*|Y|+2E[XY |Y]+E[Y?|Y] =E [X?| + 2V E[X | Y] + Y?,
=E [X?| + 2V E[X] + Y2 = V(X) + (Y —E[X])".

2. Soient X une v.a. de loi uniforme sur [0, 1] et Y une v.a. a valeurs dans N* telle que

Ve e N*,  PY =k|X)=E[ly—|X]=(1- X)X

On obtient facilement la loi de Y : pour £ € N*,

1 1
P(Y =k)=E[P(Y = k| X)] =E[(1 - X)X* :/ 1— )t lde = ————.
(V¥ =K =EP® = k| X)] =E[01 - X)X = [ )" o = s
Par ailleurs, Y étant discrete a valeurs dans N*, on a
EX|Y]=) EX|Y =k 1y, => E[X1y ] PY =k) "1y,
k>1 k>1
et, pour tout £ € N*,
1

E[X1y—t] = E[E[X1y— | X]] = E[XE[1y— | X]] = E[(1 - X)X*| = k+)(k+2)
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Par conséquent,

k(k + 1) 2 Y

E[X|Y] = 1y, = 1y, = — .
X1Y] ,g:l(k+1)(k+2) Y=k glmz Y=k =y 19

Calculer E [X |Y].

2.3. Propriétés.

Proposition (Projections emboitées). Soient X une variable aléatoire intégrable, H C G des sous-
tribus de F. Alors,
EE[X|G] [H] =E[X|H].

e Cette propriété généralise E [E [X | G]] = E [X].

Démonstration. Notons Z = E [E[X |G] | H] et montrons que Z = E[X | H]. Il s’agit de montrer
que :

1. Z est H-mesurable;
2. Z est intégrable;
3. Pour toute v.a. H bornée et H-mesurable,

E[ZH] =E[ZX].
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Pour le premier point, comme Z = E [TRUC' | H], Z est H-mesurable. Par construction de l'espé-
rance conditionnelle, X étant intégrable, E [X | G] est intégrable et Z = E [E [X | G] | H] aussi. Soit
H bornée et H-mesurable. Comme H C G, H est aussi G-mesurable et donc

E[ZH|=E[E[E[X|G] || H|=E[E[X |G| H] =E[XH].
0

Proposition. Soient X etY deux v.a. et G une sous-tribu. On suppose que X et XY sont intégrable
et que Y est G—mesurable. Alors

EXY |G =YE[X|J].
e Il s’agit d’une propriété d’usage tres fréquent.

Démonstration. Faisons la preuve dans le cas ou Y est bornée. Notons Z = Y E [X | G] et montrons
que Z = E[XY | G]. Les deux premiers points de la définition sont évidents. Pour le 3¢, soit G une
va G-mesurable et bornée. Comme Y G est G-mesurable et bornée, on a, par définition de E [X | G],

E[GYX] =E[GYE[X|G] = E[GZ].
O

Proposition. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes da valeurs dans R™ et R™ et
h:R"™ x R™ — R une fonction borélienne telle que E[|h(X,Y)|] < co. Alors

ErX,Y)|Y]=H(Y), avec H(y)=EI[h(X,y).

13



e La preuve sera vue en TD dans le cas ou (X, YY) possede une densité.

Exemple(s). Si X et Y sont des v.a. indépendantes, X de loi de Poisson de parametre A > 0, Y
de loi exponentielle de parametre 2\, on a, Y~ étant positive,

E[Y¥|Y]|=H(Y) avec H(a)=El[a*]=c"1; E[y¥|y] =00,
Par conséquent,
B[V =BR[] = B[] =e? [T @n)e vy =2

Proposition. Soient X une v.a. intégrable, G et H deux sous-tribus de F. On suppose que H est
indépendante de la sous-tribu o (0(X),G). Alors

E[X[o(G,H)]=E[X][F].

Remarque(s). Attention, il ne suffit pas que H et X soient indépendantes pour appliquer ce
résultat ! G peut amener un couplage. Par exemple, si X et Y sont indépendantes, notant H = o(Y)
et G=0(X+Y)

X+Y

E[X|o(G,H)] = X, E[X|¢]="T—

Proposition (Intégrabilité). Soient (X,),>1 et X des v.a. intégrables.
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Convergence monotone. On suppose que, pour tout n > 1, 0 < X,, < X, 41 presque sirement.
Alors,

n>1

lim E[X, |G] = supE[X, |G| = E [nm Xn|g] _E lsupxn|g1 .
Lemme de Fatou. On suppose que, pour tout n > 1, X,, > 0 presque surement. Alors,
E [lim inf X, | g] <liminfE[X,|G].
n— o0 n—oo

Convergence dominée. On suppose que (X, )n>1 converge vers X presque sirement et que sup,, | Xy,
est intégrable. Alors,

lim E | X, — X||G] =0; en particulier, lim E (X, |Gl =E[X]|]G].
e C(es propriétés se déduisent facilement de leurs analogues pour 'espérance classique.

Proposition (Inégalité de Jensen). Soient X une v.a. intégrable et G une sous-tribu de F. Soit
g : R — R une fonction convexe telle que E[|g(X)|] < co. Alors,

g (E[X]G]) <E[g(X)[d].
e Une fonction g est convexe si, pour tous x, y et A € [0, 1],
gz + (1= Ny) < Ag(z) + (1= N)y.
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* On a alors g(y) > g(z) + ¢'(z)(y — x)

* Si g est dérivable, g est convexe ssi ¢’ est croissante.

e On utilise souvent l'inégalité de Jensen avec les fonctions x —— |z|P convexe deés que p > 1 et
r — e* convexe pour tout réel a.

3. Loi conditionnelle.

Paragraphe non traité emn 2019/2020

Définition. On appelle noyau de transition toute fonction K : R™ x B(R™) — [0, 1] telle que :
1. Pour tout B € B(R"), y — K(y, B) est borélienne;
2. Pour tout y € R™, B+ K(y, B) est une mesure de probabilité notée K (y, dz).

e K(y,dz) est une famille de probabilités sur R" indexée par y € R™.

Théoréme (Jirina). Soient X et Y deuzx v.a. d valeurs dans R"™ et R™. Il existe un noyau de
transition K(y,dx) tel que : pour toute fonction f : R™ — R borélienne et bornée,

E[f(X)|Y]= [ @) K(Y,dr) P-ps.

R”
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e Un tel noyau de transition K (y,dz) est appelée (version de la) loi conditionnelle de X sachant

Y.
e On désigne K(y,dz) par L(X|Y) ou L(X|Y =vy).

Remarque(s). La loi du couple (X,Y) est obtenue a partir de L(X |Y') et L(Y). En effet, si f et
g sont boréliennes et bornées

E[f(X)g(V)] = EE[g(Y)f(X)| Y]] = E[g(¥) E[f(X)| V]
—E|o(v) [ S@KY.do)| = [ g) [ @)K (.do)By(dy).
= J[.. . 9 f(@) K(y. dz) Py (dy).

Plus généralement, si h: R™ x R™ — R est borélienne et bornée
E0(X.Y) = [[ hla.y) K(y.dr) Py (dy).

On retient P(x yy(dxz, dy) = K(y, dz) Py (dy).

Exemple(s). 1. Supposons que X et Y sont indépendantes. On a, dans ce cas, pour toute f
borélienne bornée

E[f(X)| Y] =E[f(X0)] = [ f(z)Px(da).
Par conséquent, K (y,dz) = Px(dx) soit L(X |Y =y) = L(X).
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2. Supposons que X est o(Y)-mesurable. D’apres le lemme de factorisation, X = h(Y) avec
h : R™ — R" borélienne. On a, pour toute f borélienne bornée,

E[f(X) Y] = F(X) = f(h(Y) = [ f(z) duv)(do).
Il s’en suit K (y,dx) = Op(y)(dr).

3. On suppose que (X,Y) possede une densité p(z,y). Pour f et g boréliennes bornées,

O = [ f@e) ) dedy = [ o) ([ @) py)dr) dy
o e

ou py désigne la densité de Y i.e.

pr(v)= [ pla.y)do.

Par conséquent,

p(x,Y)
py(Y)

Ef(X)Y]= [ fl2) dr, Ky dr)=
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