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Espace probabilisé

Le calcul des probabilités est une branche de I’analyse dont le but est I’étude des phénomeéenes
aléatoires c’est a dire des expériences dont le résultat ne peut étre prédit avec certitude :
par exemple, si on répete 'expérience plusieurs fois, on peut obtenir des résultats différents.
Une forme d’indétermination apparait dans I'issue de ’expérience. On peut interpréter cette
forme de hasard comme notre incompétence a concevoir, expliciter et utiliser les phéno-
menes physiques considérés ou encore comme un manque d’information sur les conditions de
I’expérience. Certains phénomenes sont peut-étre par essence méme sujets au hasard . ..

Les exemples de telles expériences sont nombreux : on peut penser au jeu de pile ou face,
au lancer d’un dé, au sexe d’un enfant a naitre, au temps d’attente d’un client a la poste, a
la durée de vie d'une particule radioactive ...

Pour étudier ces phénomenes, on doit tout d’abord en faire un modele mathématique.
Le modele retenu pour décrire les expériences aléatoires est celui d’un triplet communément
noté (2, F,IP) et appelé espace probabilisé ou espace de probabilité.

Un exemple. Il est 18 heures et vous devez impérativement vous rendre a ’autre bout de
la ville pour faire une course importante. Votre petit(e) ami(e) doit passer chez vous vers 20
heures ce soir et d’autre part votre chere tante Pétunia doit vous rendre visite vers 18 heures

45.

A cause des embouteillages (on peut imaginer d’autres raisons), vous ne pouvez pas dé-
terminez avec précision a quelle heure vous serez de retour de votre course en ville. Vous étes
alors intéressés par les trois événements suivants :

— A : retour avant 20 h.

— B : retour apres 18 h. 45

— (' : retour avant 20 h. 30
Les événements A et B parlent d’eux-mémes et pour le C' vous comptez sur la patience de
votre ami(e).

En dehors de ces trois événements qui vous intéressent au plus haut point, on considere
aussi la famille d’événements plus élémentaires formée par : « je suis de retour a la date t »
ou t varie contintiment de 18 h. a 21 h. On appelle ces événements élémentaires des épreuves
ou des réalisations. Considérons I’épreuve w a savoir vous étes de retour a 19 heures. Dans
cette épreuve, les événements A et C sont réalisés tandis que 1’événement B lui ne l'est pas.

Pour étudier ce phénomene, on est donc amené a considérer un espace fondamental
2, l'espace de toutes les possibilités, et a l'identifier avec l'intervalle [18,21]. L’épreuve w
considérée précédemment est alors identifiée a I’élément 19. L’événement A est représenté
par [18,20], B par [18.75,21], C par [18,20.5]. Dans cet exemple, on voit que l’appartenance
«w € Ay équivaut a « A est réalisé dans 1’épreuve w ». Cette équivalence permet de passer
du vocabulaire probabiliste « A est réalisé dans I’épreuve w » au vocabulaire ensembliste
«we Ar.
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Le triplet fondamental. Dans I'exemple précédent, on a pu expliciter completement
I’espace €2 mais ce n’est pas le cas en général ; on sait seulement qu’il fait partie d’un triplet
(Q, F,P) possédant les propriétés suivantes :

— ) est un ensemble non vide décrivant ’ensemble des réalisations possibles de 'expé-
rience. Un point w € € est une réalisation (ou épreuve) particuliere. Par exemple, si on
modélise le jeu de pile ou face on peut prendre comme espace 2 'ensemble {0, 1} ou {P, F'}
ou {pile, face,tranche}, pour le lancer d'un dé on peut prendre Q = {1,2,3,4,5,6}.

— F est une sous-classe de parties de ) qui représente la classe des événements associés
a I'expérience. Par exemple, si on observe la durée de vie d'une ampoule on peut s’intéresser
aux événements suivants :

— S : la durée de vie est positive; c’est I’événement certain.

— I : la durée de vie est strictement négative ; événement impossible.

— B : la durée de vie est supérieure a 100 heures.

— (' : la durée de vie est inférieure a 200 heures.
Quelles opérations logiques peut-on effectuer sur les événements ?

— si A est un événement, alors sa négation est aussi un événement ;

— si A et B sont des événements alors « A ou B », « A et B » sont des événements ;

— si on a A, une suite d’événements, « au moins un des A, se réalise » est encore un

événement.

Ces opérations logiques se traduisent au niveau ensembliste par les opérations classiques :
passage au complémentaire pour la négation, union pour « ou », intersection pour « et ».

Dans les cas simples, on peut prendre pour F l’ensemble de toutes les parties de {2 mais
dans les cas un peu plus complexes, il faudra se limiter a une sous-classe.

— Il reste & mesurer les chances qu'un événement se réalise (les chances de devenir mil-
lionnaire si on joue au Loto par exemple). Cela consiste & donner une pondération a chacun
des événements. Pour obtenir cela, on peut penser a utiliser une approche empirique. Fixons
un événement A € F. On reproduit N fois 'expérience et on compte le nombre de fois N4
ou A se réalise. On évalue alors les chances que A se réalise par sa fréquence Fr(A) = N4/N.
On peut remarquer que 0 < Fr(A) < 1 pour tout événement et que si A et B sont deux
événements incompatibles i.e. AN B =0, on a Fr(AU B) = Fr(A) 4 Fr(B). Cette facon de
procéder n’est pas totalement satisfaisante car le résulat dépend du nombre N d’expériences
réalisées. De plus il n’est pas toujours tres facile de répéter une expérience et cela peut
s'avérer tres couteux. C’est pourquoi nous introduirons les mesures de probabilité qui sont
des applications de F dans [0, 1] qui associe a chaque événement le nombre P(A) qui est la
probabilité que A se réalise.

Nous voici donc un peu plus familier avec I'expression qui reviendra souvent dans ce
cours : « soit (€, F,P) un espace probabilisé ». La connaissance explicite de ce triplet n’est
importante que si 'on s’intéresse a la phase de modélisation ; dans ce cas, {2 est en général
I'espace des états de 'expérience et (E,E) remplace souvent (2, F). En dehors de cette
phase, on ne spécifie pas 'espace (2, F,P) qui est un espace abstrait sur lequel on n’a
aucune information.

Contexte habituel. En fait, la situation la plus fréquente que nous rencontrerons est la
suivante : on fait une expérience aléatoire qui est traduite par 'espace (€2, F,P) mais on
s'intéresse a certaines conséquences de ’expérience. Par exemple, on lance deux dés et on



regarde si la somme est supérieure a huit. On peut prendre pour €2 I’ensemble de tous les
résultats possibles i.e. I'ensemble {(1, 1),(1,2),...(6,5), (6, 6)} ; si les dés ne sont pas pipés
chacun de ces couples a les mémes chances d’étre obtenu et donc on définit P par P ((7,j)) =
1/36. Comme on s’intéresse a la somme des points des dés, on introduit, pour tout couple
w=(1,7), X(w) =i+j. On a donc une application X : Q@ — {2,...,12}. Dans ce probléme,
la quantité que ’on cherche a déterminer est P ({w €0, X(w)€{8,9,10,11, 12}}) que 'on
note ]PX({& 9,10, 11, 12}).

De facon générique, nous aurons une application définie sur 2 d’espace d’états F — nous
dirons variable aléatoire — X : (2, F,P) — (E, &) et 'on cherchera a déterminer la mesure
de probabilité Py — la loi de X sous P— définie par

VA€E,  Px(A)=P({weQ, X(w)eA}).

La fin de ce premier cours consite a donner les définitions mathématiques des objets que
nous avons introduits.

1. Notion de tribu.

Définition. Soit €2 un ensemble non vide et F une classe de parties de €2. On dit que F est
une tribu sur € si

(i) Qe F;
(ii) JF est stable par passage au complémentaire : si A appartient a F alors A° appartient
a F;
(iii) F est stable par union dénombrable : si (A, )n C F alors UnA,, appartient a F.

Si F est une tribu sur Q, (Q, F) est appelé espace mesurable et les éléments de F des
événements.

Remarque(s). Si F est une tribu sur Q, alors () € F. De plus, F est stable par union finie,
par intersection finie et dénombrable, par différence ...Expliquons par exemple pourquoi
F est stable par intersection dénombrable. Soit donc (A4,)n C F. On a N, A4, = (U,A%)".
Comme, pour tout n, A, € F, le point (ii) de la définition implique que A¢ appartient a F
pour tout n. Le point (iii) entraine donc que U, AS est élément de F ; on peut alors appliquer
a nouveau le point (ii) pour obtenir que N, A, est un élément de F.

Ezxzemple. Soit © un ensemble non vide. F; = {0, Q} est une tribu appelée tribu grossiére ;
Fy = P(R), la collection des parties de €2, est une tribu; enfin, si A C Q, F3 = {0,Q, A, A°}

est une tribu sur €.

Exemple. On considere A 'ensemble des parties A C N vérifiant A est fini ou A€ est fini.
A n’est pas une tribu sur N. En effet, les deux premiers points de la définition sont satisfaits
mais le troisieme ne ’est pas. Pour s’en convaincre, considérons, pour n € N, A, = {2n} qui
appartient a A puisque son cardinal est 1. Par contre, U,, A,, n’appartient pas a A : ni U, A,
ni son complémentaire ne sont de cardinal fini puisqu’il s’agit respectivement des entiers
pairs et impairs.



Comme déja dit en introduction, on aimerait travailler avec la tribu P(Q2). Ceci est
possible par exemple si {2 est un ensemble fini ou dénombrable. Si €2 = R, il n’est pas
possible de mesurer toutes les parties de R sans aboutir a une contradiction et on se limite
a une classe de parties appelée tribu borélienne.

Définition. On appelle tribu borélienne sur R, notée B(R), la plus petite tribu, au sens de
I'inclusion, contenant tous les intervalles de R.

Cette définition appelle un commentaire : il n’est pas évident a priori que 'on puisse
parler de « la plus petite tribu » contenant les intervalles. Toutefois, la définition a bien un
sens car l'intersection d’une famille quelconque de tribus sur €2 est encore une tribu sur 2.
On peut donc considérer 'intersection de toutes les tribus sur R contenant les intervalles
qui devient par construction « la plus petite ».

2. Mesure de probabilité.

Définition. Soient ({2, F) un espace mesurable et P une application de F dans [0, 1]. P est
une (mesure de) probabilité sur (2, F) si

(i) P(0) =0, P(2) = 1;

(ii) pour toute suite (A,)n d’événements deux & deux disjoints, c’est a dire vérifiant
A, NA, =0sin#m, P(UA,) =3, P(A4,).

Le triplet (2, F,P) ou (€2, F) est un espace mesurable et [P une probabilité sur cet espace
s’appelle un espace probabilisé ou espace de probabilité.

Remarque(s). On peut voir facilement que la condition P(()) = 0 est une conséquence des
deux autres points. D’autre part, la deuxieme propriété s’appelle la o—additivité.

La définition conduit aux propriétés suivantes :
Proposition 1. Soit (2, F,P) un espace probabilisé. Si A et B appartiennent a F, alors
— additivité : si ANB =10, P(AUB) =P(A) + P(B);
— croissance : si A C B, P(A) <P(B);
- si AC B, P(B\A) =P(B) —P(A); en particulier, P(A°) =1 —P(A);
- P(AUB) =P(A)+P(B) —P(AN B).
Pour obtenir I'additivité, il suffit de prendre dans la définition Ag = A, A} = Bet A; = ()
si i > 2 et d'utiliser la o-additivité. Pour les deux points suivants, si A C B, on écrit

B = AU(B\A) et on utilise ladditivité : P(B) = P(A) + P(B\A). Ensuite, pour la derniére
relation, on a — faites un dessin - AUB = AU(B\A) et B = (B\A)U(BNA). Par additivité,

P(AUB) =P(A) + P(B\A), P(B)=P(B\A)+P(BNA) ;
Finalement, on obtient
P(AUB)=P(A)+P(B) —P(AN B).
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Ezxzemple. Soient 2 un ensemble non vide et w un point de Q. Pour A C 2, on pose ,(A) =1
siw € A et 0 sinon. d,, est une probabilité sur (2, P(Q2)) appelé masse de Dirac au point w.

En effet, 0,(Q2) = 1 et 0,(D) = 0. Seule la c—additivité n’est pas immédiate. Soit (A, )nen
une suite de parties disjointes 2 & 2. Si w € U, A, alors w n’appartient a aucun des A, et
donc 6,(UA,) =0, 6,(A,) = 0 pour tout n. Si w appartient a UA,, il existe un entier p tel
que w € A,. Pour tout n # p, w ¢ A, puisque A, N A, = 0. Donc, dans ce cas,

dw(UA,) =1, 0w(Ay) =1, 0,(A,) =0, sin#p.
Dans les deux cas, on a d,, (U,A4,) = > ,en 0w(An), ce qui montre la o-additivité.

Proposition 2. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et (A, )nen C F. Alors,

7]P(Ljnzofho §;§:n20P<Aﬂ);

— si la suite (Ap)nen est croissante (A, C A,i1 pour tout n),

P(Unzo An) = lim P(A,) = supP(A,);

n—o0 neN

— si la suite (Ap)nen est décroissante (A1 C A, pour tout n),

P(ﬂn>0 An> — lim P(A,) = inf P(4,).

n—oo neN

La démonstration de cette proposition repose sur la construction suivante : si (A, )nen
est une suite de parties de F on construit une suite (B,)nen C F de parties deur d deux
disjointes telle que, pour tout n,

lgn C:f4n, LJ Eﬂ :ZLJ fh, LJ E%':: LJ‘4V

i=0 i=0 i>0 i>0

Il suffit de poser pour cela By = Ag et B,, = An\ UZ:Ol A;, sin > 1. On a alors,

P(U, An) =P (U, Ba) = Y P(B.) < > P(A,).

n>0 n>0

Quand la suite (A, )n,en est croissante, on a, pour tout entier n > 1, B, = A,\A,,_; et
par suite P(B,) = P(A,) — P(A,_1). Il vient alors,

P(U,A4n) =P (U, Bx) = > P(B,) = lim fj P(B,) = lim P(A,),

— OO
n>0 n=0 P

ce qui établit la seconde assertion. Le troisieme point s’obtient par passage au complémen-
taire.

3. Indépendance, conditionnement.

Commencons par une notion tres importante pour le calcul des probabilités, la notion
d’indépendance pour des événements.



3.1. Evénements indépendants.

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P). Rappelons tout d’abord que
Définition. Deux événements A et B sont indépendants si P(AN B) = P(A) P(B).

On obtient des événements indépendants lorsqu’on reproduit une expérience sans que la
premiere expérience n’interfere avec la seconde. C’est par exemple le cas lorsque 'on joue
deux fois a pile ou face. Voici un autre exemple.

Exemple. Sion lance deux fois un dé équilibré, les deux événements A « le premier dé vaut
4 » et B « le deuxieme dé vaut 5 » sont indépendants puisque

P(ANB) =1/36 = 1/6 x 1/6 = P(A) P(B).

Par contre, si C' désigne « la somme des dés vaut 5 », A et C' ne sont pas indépendants.
En effet, P(A) =1/6, P(C) =1/9 et P(ANC) = 1/36.
Introduisons une notion plus délicate : I'indépendance de n événements.

Définition. Soit (A;)1<i<n C F n événements. Ils sont indépendants si
vic{l,...n}, P <mj€J Aj> =11, B(4).

Le piége est le suivant : si A, B, C' sont trois événements indépendants alors (A, B),
(A, C) et (B,C) sont des couples d’événements indépendants mais la réciproque est fausse.

Remarque(s). La définition 3.1 est encore valable pour une suite d’événements ; J doit alors
étre une partie finie de N.

Exemple. On lance deux fois un dé équilibré et on s’intéresse aux événements suivants :
A=« le premier résultat est pair », B=« le second résultat est pair » et C'=« la somme est
paire ». A, B et (' sont deux a deux indépendants mais ne sont pas indépendants dans leur
ensemble.

En effet, P(A) = P(B) = P(C) =1/2, P(ANB) =P(ANC) =P(BNC) = 1/4, mais
P(ANBNC)=PANB)=1/4.

3.2. Probabilité conditionnelle.
Fixons B € F tel que P(B) > 0. Considérons l'application PP suivante :
PP . F—10,1], A~—P(ANDB)/P(B).

On montre que PP est une probabilité sur (2, F); en effet, PZ(Q) = P(B)/P(B) = 1,
PB(() = 0 et si (A,), est une suite d’événements deux a deux disjoints, on a

PP (U,A,) =P(B) ' P (BN (U4,)) =P(B) ' P(U,(BNA4,)) ;
les événements A, N B sont eux-mémes deux a deux disjoints et par suite

PP (U,A,) =P(B)"' Y _P(BNA4,) => PF(4A,).
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Définition. Soit B € F tel que P(B) > 0. On appelle probabilité conditionnelle de A sachant
B, notée P(A|B), la quantité PP(A) = P(AN B)/P(B). Elle représente la probabilité que A
se réalise sachant que B est réalisé.

On peut vérifier facilement que deux événements A et B sont indépendants si et seulement

si P(A|B) = P(A).

Exzemple. Un couple posséde deux enfants qui ne sont pas jumeaux. La probabilité que les
deux enfants soient des filles vaut 1/4; si on sait de plus que I'un des deux est une fille,
cette probabilité vaut (1/4)/(3/4) = 1/3; si on sait a présent que I'ainée est une fille, la
probabilité d’avoir deux filles est (1/4)/(1/2) = 1/2.

On peut remarquer que P(ANB) = P(A|B) xP(B) = P(B|A) xP(A) — la derniere égalité
n’étant vraie que si P(A) > 0. On en déduit la

Formule de Bayes. Soient (A4;);en C F une partition de 2 telle que P(A4;) > 0 pour tout
i et B € F tel que P(B) > 0. On a alors

P(B) = S P(BNA;) = Y P(B|A;) x P(A)),

i>0 i>0

et
VieN,  P(4|B) = B(BIA;) x P(4;) | ¥ P(BIA)P(A).

1>0

Exemple. Francoise, Bernard et Philippe vont se répartir les copies de PRBU a proportion
de 50%, 25% et 25%. Francoise recevra 75% des étudiants dont elle corrige la copie, Bernard
60% et Philippe 70%. La probabilité qu'un étudiant choisi au hasard réussisse son examen
s’obtient comme suit

P(R) = P(R|F)P(F) + P(R|B)P(B) + P(R|Ph)P(Ph) = 0,7.
L’étudiant a réussi; la probabilité que sa copie ait été corrigée par Bernard est

P(B|R) = P(B N R)/P(R) = P(R|B) x P(B)/P(R) = 0,6 x 0,25/0,7 ~ 0,2143.
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Loi d’une variable aléatoire réelle I

On introduit la notion de variable aléatoire dans le cas réel ainsi que la notion fondamentale
de loi d’'une variable aléatoire. La premiere chose a préciser est que dans toute la suite nous
utiliserons 'abréviation « v.a.r. » pour « variable aléatoire réelle » au singulier comme au
pluriel.

1. Définitions, vocabulaire.

Commencons par la définition fondamentale suivante :

Définition. Soient (€2, F) un espace mesurable. On appelle variable aléatoire réelle définie
sur €2 toute application X de 2 dans R vérifiant

Vz e R, X Y] —o0,2)) ={weQ, X(w)<a}eF

Une telle application est dite mesurable. En pratique on ne vérifie que tres rarement la
mesurabilité. De plus, la structure de la tribu borélienne (la plus petite tribu qui contient
les intervalles) a pour conséquence qu’une variable aléatoire X vérifie

VB € B(R), X' B)={we, X(w)eB}eF.

Remarque(s). Les probabilistes utilisent généralement la notation suivante : si B est un
borélien alors ensemble X ~!(B) est noté en abrégé {X € B} soit

X'(B)={we, X(w)eB}y={X < B}.

De méme, l'ensemble X (] — oo, ]) est noté {X < z} et I'ensemble X 1 ({x}) est noté
{X =z}

Introduisons a présent la loi d'une v.a.r. X.

Théoréme 1. Soient (2, F,P) un espace probabilisé et X une v.a.r. définie sur Q. L’appli-
cation Px définie par

Px:B(R) — [0,1, B Px(B)=P(X'(B)),

est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

La mesure de probabilité Px s’appelle la loi de la variable aléatoire X sous P ou plus
stmplement la loi de X.

Montrons rapidement que Py ainsi définie est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).
On a tout d’abord, X }(R) = Q, X1 (0) = 0 et par suite,

Py(R)=P(X7'(R)) =P(Q) =1, Px(®)=P(X'(0)) =P®) =0.

Ph. Briand 1 Université de Savoie



Si (Bn)N est une suite de boréliens deux & deux disjoints, alors (X *(B,,))y est une suite
de parties de F deux & deux disjointes. Comme X! (U, B,) = U, X !(B,), on a, P étant
une mesure de probabilité,

P (U, B:) =B (x7 (U, 8.)) =B (U, X7'(B1) = L B(X7(B.) = 3 Bx(B

n>0 n>0

Ceci montre que Py est une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

La question qui se pose alors est de savoir comment décrire la loi d’une variable aléatoire
réelle.

2. Fonction de répartition.

Si X est une v.a.r. sa loi Px est déterminée par la valeur de P({X € B}) pour tout
borélien B. Toutefois, comme nous allons le voir il suffit en fait de connaitre la valeur de
P({X < z}) pour tout réel x pour caractériser la loi de X. Ceci justifie la définition suivante :

Définition. Soit X une variable aléatoire réelle. On appelle fonction de répartition de X,
notée F' (ou Fx si besoin), la fonction suivante :

F:R —[0,1], r+— F(x) =Px(] — o0, z]) = P{X < z}).

La terminologie « fonction de répartition de X » est un peu impropre car en fait F' dépend
de la mesure Px et pas directement de X. Un des intéréts de la fonction de répartition est
quelle permet d’exprimer P({X € I}) pour tout intervalle réel I. C’est I'objet du résultat
qui suit.

Proposition 2. Soient X une v.a.r. et F' sa fonction de répartition. Alors,

1. F est croissante;

2. lim, , o F(x) =0, lim, ,, o F(z)=1;

3. I est continue a droite et posséde des limites a gauche;

4. sia etb sont deuz réels tels que a < b, on a notant F(x~) = limy_,,— F(t),

(a) PUX <a}) = Px(] —o00,d]) = F(a) ;

(b) P({a < X <b}) =Px(Ja,b]) = F(b) —

(c) P({X = b}) Z]P’x({b}) = F(b) = F(b7);
) —

F(a);

(

(
(d) P({a < X <b}) =Px([a,b]) = F(b) — F(a™) ;
(¢) P({a < X <b}) = X(]avb[):F( 7)) = Fla);
(f) P({a < X <b}) = Px([a,b]) = F(b™) — F(a™) ;
(9) PUX <a}) =Px(] —o0,a]) = F(a™).

La preuve de ce résultat n’est pas tres difficile et repose sur les propriétés de montonie
des mesures de probabilité ; faisons-la partiellement. La croissance de F' est évidente. Il s’en
suit — c¢’est un bon exercice d’analyse sur les bornes sup — que F possede des limites a
droite et a gauche en tout point. La continuité a droite s’obtient en écrivant que | — oo, z] =
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Np>1] — 00,z + 1/n] et en utilisant le fait que la probabilité de l'intersection d'une suite
décroissante (A, )N est la limite des probabilités des A, ; en effet,

F(z) =Px (N,] — 00,z + 1/n]) = ,}LIEOPX(] — o0,z + 1/n]) = lim F(z +1/n).

Les limites résultent respectivement de ) = N,>1] — 0o, —n| et R = U,>1] — 0o, n]. On
obtient Px(Ja,b]) = F(b) — F(a) en écrivant | — 0o, b] =] — 00, a]U]a, b]. En remarquant que,
pour tout réel x, {z} = Ny>1]z — 1/n,z], on a, si x est réel, Px({z}) = lim, o Px(Jz —
1/n,x]) = F(x) — F(z~). Les autres assertions sont alors immédiates : par exemple, si on
écrit |a, b] =]a, b|U{b}, on obtient

Px(Ja,b]) = Px(la, b[) + Px({b}),  soit,  F(b) — F(a) = Px(Ja,b[) + F(b) — F(b"),

d’ou I'on déduit immédiatement que P(a < X < b) = Px(]a,b[) = F(b~) — F(a).

Une conséquence de ce résultat est que, F' est continue en un point x si et seulement
si Px({z}) = 0. Notons également que comme F' est croissante, ses points de discontinuité
forment un ensemble au plus dénombrable.

Exemple. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F' donnée par, [z]
désignant la partie entiere de z,

1 1 1
F(x):gexp(x—l), six <1, F(l‘)zz[ﬁ], sil<az<3, F(x):1—2—, sinon.
T

On obtient facilement les probabilités suivantes (un dessin de F' aide beaucoup),
PUX=0}) =0, PHX=2})=F2)-F2)=1/2-1/4=1/4,
de méme que, notant que F(3) =5/6, F'(1) =1/4 et F(17) =1/5,

P({l<X <3})=F3)-F1)=7/12, P{l<X<3})=F@3)—F(1")=19/30.

Nous en venons a un résultat tres profond, qui dépasse le cadre de ce cours. Il montre en
fait que la loi d’une v.a.r. est entierement caractérisée par sa fonction de répartition.

Théoreme 3. La loi Px d’une variable aléatoire réelle X est entiérement déterminée par sa
fonction de répartition F.

Plus précisément, si F' : R — [0,1] est une fonction croissante, continue da droite
vérifiant de plus lim,_, o, F(z) =0 et lim, 1 F(x) = 1, il existe une unique probabilité
sur (R, B(R)) telle que

VeeR,  pu(]—o0,z]) = F(x).
Remarque(s). 1. Plus généralement, on appelle fonction de répartition toute fonction F' :
R — R croissante, continue & droite vérifiant lim, , o, F(z) =0, lim,_,, F(z) = 1.
Etant donné une fonction de répartition F, il existe toujours une (en fait plusieurs)

variable aléatoire dont la fonction de répartition F'x est égale a F'.

2. On déduit notamment de ce théoreme qu’une probabilité p sur (R, B(R)) est caracté-
risée par p(I) pour I intervalle.



Exzemple. Soit F la fonction définie par Fi(x) =0sixz <0, F(z) =zsi0 <z <1, F(z) =1
si x > 1. D’apres le résultat précédent, il existe une unique mesure de probabilité sur R de
fonction de répartition F. On appelle cette probabilité la loi uniforme sur [0, 1] et on la note
parfois m. Elle modélise le fait de tirer un nombre au hasard dans [0, 1].

Nous allons a présent nous intéresser a deux types particuliers de v.a.r. : les variables
aléatoires discrétes d’une part et d’autre part les variables aléatoires absolument continues.

3. Variables discretes.

Soit (€2, F,IP) un espace probabilisé et X une variable aléatoire réelle définie sur .

Définition. X est une variable aléatoire discrete si ’ensemble X (€2) est au plus dénombrable
c’est a dire fini ou dénombrable.

Remarque(s). X () représente ’ensemble des valeurs que peut prendre la variable aléatoire
X. Pour une variable discréte, notant, pour z € X(Q), p, = P{X = z}) on doit avoir

> zex(Q) Pz = 1.

Exemple. Imaginons que l'on lance un dé plusieurs fois de suite.
Si X représente le résultat du premier lancer, X (Q2) = {1,...,6} et p; = ... = pg = 1/6.

Si X représente a présent le premier lancer pour lequel on obtient 1, alors X (€2) = N*

et pour k € N*, pp, = P{X = k}) = (5/6)71(1/6).

Nous allons voir que la loi d'une v.a.r. discréte est relativement simple a caractériser.
Tout d’abord, pour x réel déterminons l'ensemble {X < x}. Nous avons

X<ap={X<ain{Xex@}= U {(X<ain{X=yt= U {X=y}

yeEX(Q) yeEX(Q)y<z

Puisque X est une variable aléatoire discréete, 'ensemble X () est fini ou dénombrable.
On déduit de cette égalité ensembliste deux choses : tout d’abord, X est mesurable si et
seulement si les ensembles { X = y} appartiennent a F pour tout y € X () ; et d’autre part,
en utilisant la o—additivité de la probabilité P,

F) =PUX 22D =P (Uyoyape X =01) = X m= ¥ mle
B yeX(Q):y<z yeX(Q)

On voit alors que la fonction de répartition d’une variable aléatoire discrete X — et par suite
sa loi — est entierement déterminée par les réels p, = P({X = x}), z € X(2). On obtient
donc le résultat suivant :

Théoreme 4. Soit X une v.a.r. discréte. La loi de X est completement déterminée par les
valeurs

pe = P({X = 2}) = Px({a}), = € X(Q).

Plus précisément, on a pour tout ensemble borélien B,

PUXeB}) = >  p= 2 palp@)

zeX(Q):xeB zeX ()
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La derniére égalité signifie simplement que P({X € B}) s’obtient en faisant la somme
des p, sur les valeurs = de X () qui appartiennent a B.

Pour une variable discrete, quelle allure a le graphe de sa fonction de répartition F'?
Nous avons déja dit, avec les notations du théoreme précédent, que F(z) = 3, x () Pe Ly<a-
Si on suppose que X (2) = {xg,x1,...} avec xg < x1 < ..., on a pour x < xg, F'(z) = 0, puis
pour x € [xg,z1], F(x) = po, puis sur [z, 29[, F(x) = po + p1 ... F est donc une fonction
constante par morceaux.

Exemple. Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs -2, 1, 2 avec probabilité respec-
tives P(X = —-2) =1/3, P(X =1) =1/2 et P(X =2) = 1/6. La fonction de répartition de
X est donnée par

1 )
F(x)=0siz < -2, F(a:):§sia:€[—2,1[, F(x)zasixé[l,Z[, F(z) =1 sinon.

Finissons ce paragraphe en précisant les lois de quelques variables aléatoires discretes que
nous utiliserons par la suite.

Loi uniforme sur {z1,...,zx} : pour tout ¢ = 1,...,N, P{X = z;}) = 1/N. Les
expériences aléatoires correspondant a cette situation ne manquent pas : dé équilibré,
tirer une carte au hasard, pile ou face avec une piece non truquée ...

Loi de Bernoulli B(p) : on se donne p € [0,1] et P{X =1}) =p, P{X =0}) = ¢ =
1 — p. Les exemples sont la encore nombreux : sexe d'un enfant a naitre, pile ou face
truqué, ...

Loi binomiale B(n,p) : on fixe n € N* et p € [0,1]. X prend les valeurs 0,...,n et
pour tout k = 0,...,n, on pose P(X = k) = Ck pk(1 — p)"~*. L’expérience aléatoire
correspondante est la suivante : on a une épreuve de base (par exemple obtenir pile)
qui est réussie avec probabilité p; on répete n fois 'expérience de fagcon indépendante
et X représente le nombre de succes.

Loi géométrique G(p) : X(Q) = N*, p €]0,1[. Pour k € N*, P(X = k) = p(1 —p)k~L.
On répete de facon indépendante, un pile ou face truqué qui donne pile avec probabilité
p. X représente alors le premier instant ou I'on obtient pile.

Loi de Poisson P()\) : X(2) =N, A > 0. Pour tout k € N, P(X = k) = e N\ /k!.

Loi binomiale négative B_(n,p) : on a p €]0,1[ et n € N*, X(Q) = {n,n+ 1,n +
2,---} et on définit pour k > n, P(X = k) = C7~{ p"(1 — p)* ™. L’expérience est la
suivante : on lance une piece donnant pile avec probabilité p de fagon indépendante.
X représente le premier instant ou ’on obtient n fois pile.

Ezercice. Montrer que les différentes lois Px ainsi définies sont bien des probabilités.

4. Variables absolument continues.

Dans ce paragraphe, on considere le cas des variables aléatoires réelles absolument conti-
nues ; commencons par une définition.

Définition. Soit p : R — R une fonction. p est une densité de probabilité si



(i) p est positive;
(ii) p est intégrable et [g p(t) dt = 1.

En toute rigueur, il faudrait donner un sens précis au mot « intégrable ». Disons simple-
ment, que cette notion d’intégrabilité — qui comprend entre autre le fait que p est borélienne
c’est a dire que pour tout a € R, {x € R, p(z) < a} € B(R) — correspond avec la notion
classique d’intégrabilité lorsque p est, par exemple, continue par morceaux.

FEzercice. Vérifier que la fonction p(z) = exp(—|z|)/2 est une densité de probabilité.
Définition. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F'. On dit que X
est absolument continue s’il existe une densité de probabilité p telle que :

€T
VeeR, F(z)=P(X <uz)= / p(t) dt.

—00

Dans ce cas, on dit que X a pour densité p ou encore que p est une densité de X.

Si X est absolument continue de densité p, on a pour tout intervalle, toute réunion
d’intervalles (et méme tout borélien) B,

P(X € B) = /Bp(t) dt ;

en particulier, si la variable aléatoire X a pour densité p alors sa fonction de répartition est
donnée par

Ve eR, F(z)=P{X <z}) = / p(t) dt.

—0oQ
La question qui se pose a présent est la suivante : comment reconnaitre qu'une v.a.r. X
possede une densité ? Voici un résultat qui précise les liens entre fonction de répartition et
densité de probabilité.
Théoreme 5. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F.

1. Si X posséde une densité, alors F est continue et donc P({X = z}) = 0 pour tout
z € R.

2. Si F est continue et C' par morceaux alors X posséde une densité et la fonction p
définie par p(x) = F'(x) si F' est dérivable au point x et p(x) = 0 sinon en est une.

On finit ce paragraphe en donnant les densités de quelques variables aléatoires absolument
continues.

Loi uniforme sur [a,b], U(a,b) : X de densité p(z) = (b—a) '1,4(2);

Loi de Cauchy : X de densité p(z) = 1/(7(1 + 2?));

Loi de Laplace : X de densité p(z) = e 1#1/2;

Loi exponentielle, Exp(A\), A > 0 : X de densité p(x) = Aexp(—Ax)1,>0;

Loi de Gauss, N (p,0?) : on dit aussi gaussienne de moyenne p et de variance o > 0.
X de densité p(x) = (2m0?)"Y2 exp ( —(z— /L)Q/(QO'Q)). Lorsque =0 et 0> =1, on
dit loi normale centrée réduite.

Ezercice. Vérifier que les fonctions précédentes sont des densités de probabilité et calculer
les fonctions de répartition associées pour les quatre premieres.



5. Calcul de loi.

Le probléme est le suivant : X est une variable aléatoire réelle définie sur (2, F,P) de loi
Py connue. Soit u une fonction (borélienne) de R dans R définie au moins sur X (£2). On
veut déterminer la loi Py de la v.a. Y = u(X).

Dans un tel probléme, la premiere chose a faire est de déterminer la nature de la variable
Y. Par nature, il faut entendre Y est une variable aléatoire discréte ou pas ce qui correspond
a Y (Q) fini ou dénombrable ou pas.

5.1. Y discrete.

Pour caractériser Py, on doit calculer Py ({y}) pour tout y € Y (). Il faut donc trouver
u '({y}) pour tout y € Y () puisque

vy e Y(Q), Py({y}) = PUY = y}) = P({u(X) = y}) = P ({X e ' ({y)}) = Bx (u"'({w})).

Exzemple. Soit X une v.a. a valeurs dans Z* de loi donnée par P(X = n) = 2-(FI") pour
n € Z*. Quelle est la loi de la v.a. Y = | X|?

Y est a valeurs dans N* et de plus pour n € N*,
PY=n)=PX=4n)=P(X=n)+P(X =-n)=2"".
Y suit une loi géométrique de parametre 1/2.

Exzemple. Soit X une v.a. suivant la loi uniforme sur [0, 1]. Quelle est la loi de Y = [10X]
([x] désigne la partie entiere de x) ?
Y est a valeurs dans E' = {0,1,...,9}. De plus, si k € E’, on a

P(Y = k) = P(10X € [k, k+1]) = P(X € [k/10,k/10 + 1/10[) = 1/10.

On en déduit que Y suit la loi uniforme sur E’.

5.2. Y n’est pas discrete.

On connait la probabilité Py, au travers de sa fonction de répartition F'x ou d’une densité
Px, et on cherche la fonction de répartition de Y = u(X). Pour y réel, on a

Fy(y) = P{Y < y}) = P(u(X) €]-00,y]) =P (X € u™'(] —00,9])) = Px (u™'(] = 00,9])) ;
on détermine ensuite 'ensemble u~!(] — 0o, y]) et on obtient la probabilité requise.

Exemple. Soit X une v.a. de loi Exp(A), A > 0; rappelons que Fx(z) = 1 — exp(—Az) si
x> 0et Fx(x) =0 des que z < 0. Considérons Y = min(X, 1) qui correspond a la fonction
u(z) = min(z, 1).

On au(] —oo,y]) =] —oo,y|siy <1letu (] —o0,y]) =R siy> 1 1 vient alors,
Fy(y)=0siy<0, Fy(y) =1siy>1et
vye[0.1],  Fy(y) = Fx(y) =1 —exp(—Ay).

On peut noter que Y n’est pas absolument continue puisque Fy n’est pas continue au point
1.



Exemple. Soit X une v.a. uniforme sur [—7/2,7/2]. On considére ¥ = tan(X). tan est
une fonction strictement croissante de | — /2, 7/2[ dans R. Si y € R, comme X est dans

J=m/2,7/2,
Fy(y) =P(Y <y) =P(tan(X) < y) = P(X < arctany) = Fx(arctany).

Il vient alors, pour tout réel y,

1 arctany

1 1
Fy(y) = p /_Oo 1i—n/2,m/2) (x)dx = 5 + - arctan y.

Y suit la loi de Cauchy.

6. Variables indépendantes.

Avant de donner une définition plus générale, regardons le cas de deux variables aléatoires.
Soient X et Y deux v.a.r. définies sur le méme espace probabilisé. X et Y sont indépendantes

S1
VieR, VyeR, PX <z Y <y =PX<2)PY <y)=Fx(z) Fr(y).

Cette définition se généralise comme suit :

Définition. Soient (X;);1<;<, n variables aléatoires définies sur le méme espace probabilisé.
Les v.a. (X;)1<i<n sont indépendantes si

i=1

Remarque(s). Dés que 1'une des v.a. est discrete, disons X;, on peut remplacer dans la
condition (1) « X7 < x1 » par « X; = x; » pour chacune des valeurs x; que prend Xj.

De plus, si (X;)1<i<n sont des variables indépendantes alors on a

P(X; € By,..., X, € B,) = [[P(X; € B))

i=1
pour B; intervalle, réunion d’intervalles et méme borélien.

Pour finir, signalons qu’une suite de v.a. (X, )nen est dite indépendante (ou une suite de
v.a. indépendantes) si, pour tout n, (X;)o<i<n sont n + 1 v.a. indépendantes.
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Espérance d’une variable aléatoire

L’objectif de ce paragraphe est de définir ce qu’est la valeur moyenne d’une variable aléatoire.
Par exemple, quel est le gain moyen d’un joueur au Loto ? En d’autres termes, quelle somme
un jour de Loto peut-il espérer gagner en moyenne ?

1. Définitions.

Soit X une variable aléatoire réelle définie sur (€2, F,P). La définition générale de 'es-
pérance de X, que l'on note E[X], fait appel a la théorie abstraite de Iintégration : pour
mémoire,

E[X] = /QX(w) dP(w) = /Ra:dF(x), F fonction de répartition de X.

Pour éviter cette théorie, nous allons définir I’espérance d’une variable aléatoire seulement
dans deux cas particuliers : pour les variables discretes d’une part et pour les variables
absolument continues d’autre part.

1.1. X v.a.r. discrete.

X () est un ensemble fini ou dénombrable. Considérons d’autre part f une fonction réelle
borélienne.

Définition. La variable aléatoire f(X) est intégrable quand

> f@IPHX =2}) < +o0

z€X(Q)

Dans ce cas, la série — parfois une somme finie — 3>, ¢ v (q) f(z) P({X = 2}) converge et on
appelle cette quantité espérance ou moyenne de f(X) soit

E[f(X)]= > fl@)P{X =z}).

zeX(Q)

Un cas particulier important de cette définition est celui de la fonction f(z) = x : la
moyenne d’une v.a. discrete X est donnée par

E[X]= Y 2P({X =1}

z€X(Q)

lorsque Y ,e x(q) [2] P({X = 2}) < +o0.

Remarque(s). Le cas E fini est comme a 'habitude inclus dans ce formalisme et dans ce cas
les séries sont simplement des sommes finies.

Ph. Briand 1 Université de Savoie



Exemple. Calculs d’espérances de variables aléatoires discretes.

1° Commengons par une v.a. X de loi uniforme sur {z1,...,xy}; pour touti =1,... N,
P(X = ;) = 1/N et par suite

N 1 N
EH)(]:ZE:JHH%)( i ‘4*2:
i=1 N =
C’est la moyenne arithmétique des nombres zq, ..., xy.

2° Si X est une v.a.r. de Poisson de parametre A > 0, on a comme X (2) = N,

=D ie N/ il = e Y N i 1) =\

i>0 i>1

3° Prenons pour fonction f la fonction 1y, pour y € R. On obtient dans ce cas

El,(X)]= > 1{y} P{X = z}).

zeX(Q

Lorsque y & X(2), 11,3 (x) = 0 pour tout € X(Q2) et E[14,3(X)] =0. Siy € X(Q), 1y (2)
vaut 0 si y # z et 1 si y = x; par suite

E[1y(X)] = P(X =y).

4° Soit X une v.a.r. suivant la loi de Poisson de parametre A > 0. Calculons I'espérance
de la v.a. 1/(1 4 X) qui est bien définie puisque X est a valeurs dans N. On a
Ak+1 —A Ai

1 1
E{X+1]:Zk+1P(X_ 72 (k+1)! T

k>0 k>0 k>0

i>1 il
On obtient finalement

]E[Xlﬂ}:er< *—1):‘?(@—1):(1—6*)/A.

|
i>0 b

1.2. X absolument continue.

Soit p une densité de la variable X et f : R — R une fonction continue par morceaux
(ou borélienne).

Définition. La variable f(X) est intégrable si I'intégrale [g |f(x)| p(x)dz est finie. Dans ce
cas, [g f(z)p(x)dz est convergente et, la valeur de cette intégrale est appelée espérance de

f(X); on la note E[f(X)] soit

E[f(X)] = [ f(z)p(a) dr.

Exemple. Comme dans le cas discret ’espérance ou la moyenne d’une variable aléatoire X
correspond au cas f(x) = z. Voici quelques exemples de calculs.

1° Si X suit la loi uniforme sur [a, b] alors X est intégrable et

E[X] = bia/abxdx =(b+a)/2.
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2° Si X suit la loi de Cauchy, X n’est pas intégrable car
In(1 + n?) :/ /(1 + 22) dx g/ /(1 + 22) da.
-n R
3° Dans le cas ou f(z) = 1;(z) avec [ intervalle, on a

E[f(X)] = E[1;(X)] = /R 1;(z) p(x) dz = /1 p(z)dz = Px(I) = P(X € ).

Le calcul précédent demeure vrai si on remplace 'intervalle I par un borélien.
4° Soit X une v.a. de loi Exp(A), A > 1. On a

Efexp(X)] = /0°° exp(x) Aexp(—Az) dz = A/(A — 1).

Calcul de loi. Reprenons le probleme du calcul de lois image a ’aide de cette nouvelle
notion. Supposons que X soit une v.a.r. absolument continue de densité px(x) = 15(x) p(z)
ou S est le support de px disons un intervalle fermé pour simplifier. D est 'intérieur de S
c’est a dire l'intervalle ouvert associé a S (si S =[0,1], D =]0,1[,si S=Ry, D=RY}). On
cherche la loi de Y = u(X) et on a l'intuition que Y est une v.a.r. absolument continue. Pour
caractériser sa loi on cherche donc a déterminer une densité py. Pour cela, on prend f une
fonction continue par morceaux et bornée et on calcule E[f(Y')] (qui existe car f bornée) de
deux facons différentes : tout d’abord, si Y a pour densité la fonction py, on a

E[f(V)] = [ f)pr(y)dy.
D’autre part, Y = u(X) et comme X a pour densité px(x) = 15(x) p(z),
E[f(Y)] = E[f (X)) = [ flu()px(@)de = [ fu@)pa)de = [ flu(x) pla)dr.

Si u est un C'-difféomorphisme de D dans u(D), il vient via le changement de variables
y = u(z),

B0 = [ 700w (07 0) [ Y0 dy = [, 70) tumy@)p (o7 ) [0 )] d

Par identification,
py(¥) = Luoy () p (u™' () |(w™) ()]

Ezxzemple. Calculons la loi de la v.a. Y = —In(X)/\ ot X suit la loi uniforme sur [0, 1] et
A > 0. Remarquons tout d’abord que Y est bien définie puisque P(X > 0) = 1.

Soit donc f une fonction continue par morceaux et bornée; comme X a pour densité
1[0,1] (IE), on a

BLf (V)] = E[f (~n(X)/A)] = [ f (~Ina)/) do.

Effectuons le changement de variables y = — In(z) /) soit = exp(—M\y) ; il vient

B = [ F) (N ep(-Mdy= [ F)Aexp(~Ay)dy,

“+o00
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soit encore

E[f(¥)) = [ £(y) Aexp(=Ay)L,0dy.

On en déduit que Y a pour densité la fonction y — Aexp(—Ay)1,> c’est a dire que Y suit
la loi exponentielle de parametre A.

Dans cet exemple, u(z) = —In(z)/\ et D = (0,1). u est un C*°—difféomorphisme stric-
tement décroissant de ]0, 1[ dans u(D) =]0, 00[. On a u™!(y) = exp(—Ay) et donc, pour tout
y >0, (u 1 (y) = —Aexp(—Ay). C’est donc bien |(u~1)(y)| qui apparait dans la formule de
py : « on prend le — pour remettre les bornes dans le bon sens ».

1.3. Vocabulaire.

On dit aussi qu’une variable aléatoire X posseéde un moment d’ordre un pour dire que
X est une variable aléatoire intégrable. Si tel est le cas I'espérance de X, E[X], est aussi
appelée moyenne de X. Lorsque X est intégrable et de moyenne nulle i.e. E[X]| = 0 on dit
que X est centrée.

Plus généralement, une variable aléatoire X, réelle ou complexe, possede un moment
d’ordre n € N* si la variable aléatoire | X|™ est intégrable. Dans ce cas, E[X™] s’appelle le
moment d’ordre n et E[(X — E[X])"] le moment centré d’ordre n.

2. Propriétés de ’espérance.

Passons aux propriétés de 'espérance. Comme déja dit, les deux définitions de ’espérance
données précédemment ne sont que deux cas particuliers d’une définition plus générale. Aussi,
il n’est pas surprenant que 1’on obtiennent les mémes propriétés dans les deux cas.

Proposition 1. Soient X et Y deux v.a.r. intégrables, a et b deux réels. Alors, les v.a.r.
X +Y et aX + b sont intégrables et

E[X +Y]=E[X]+E[Y], E[aX +0b =aE[X]+b.

L’espérance est croissante : si P(X < Y) = 1 alors E[X] < E[Y] et, dans ce cas,
E[X] =E[Y] si et seulement si P(X =Y) = 1.

On déduit de cette proposition que si X est une v.a.r. positive, P(X > 0) = 1, alors
E[X] > 0. Signalons que si, pour tout w € Q, X(w) < Y(w) alors P(X <Y) = 1. Clest
pourquoi on retient souvent la croissance de 1’espérance sous la forme : X <Y = E[X] <

E[Y].

Notons aussi que I'espérance d'une constante est égale a cette constante.

2.1. Espérance et indépendance.

On considere X et Y deux variables aléatoires réelles et on aimerait par exemple calculer
I'espérance du produit XY ; lorsque X et Y sont indépendantes, le résultat est facile a
obtenir. En effet,



Théoreme 2. Soient X etY deux v.a.r. indépendantes et g, h deux fonctions boréliennes.
Si g(X) et h(Y) sont intégrables, alors g(X) h(Y') est intégrable et

On déduit de ce résulat que si X et Y sont deux v.a. indépendantes alors les v.a. u(X)
et v(Y') sont encore indépendantes quelque soit les fonctions boréliennes u et v.

Remarque(s). Les résultats précédents se généralisent au cas de n v.a. indépendantes.

Définition. Deux v.a. réelles X et Y — telles que X? et Y2 sont intégrables — sont dites
non-corrélées si elles vérifient E[XY] = E[X]E[Y].

Il faut noter que deux variables indépendantes sont non-corrélées mais la réciproque
est fausse comme le montre I'exemple suivant : X et ¢ deux v.a. indépendantes; X de loi
gaussienne N (0,1) et ¢ de loi donnée par P(e = 1) = P(e = —1) = 1/2. X et ¢ X sont
non-corrélées mais ne sont pas indépendantes.

2.2. Variance d’une variable aléatoire.

Si X est une variable aléatoire réelle, la premiere information que 1'on cherche est la
valeur moyenne, E[X]. Ensuite, on s’intéresse a la dispersion de X autour de cette valeur
moyenne : c’est la notion de variance.

Définition. Soit X une v.a.r. de carré intégrable i.e. X2 est intégrable. Alors, X est inté-
grable et on définit la variance de X, notée V[X|, comme le moment centré d’ordre deux, a
savoir,

VIX] =E [(X - E[X])?] = E [X?] - E[X]%.

La racine carrée de V[X] s’appelle I'écart type de X.

Il faut d’abord remarquer que si X? est intégrable alors X l'est ; cela résulte de I'inégalité
| X| < 1+ X? et de la croissance de l'espérance. Ensuite, V[X] est une quantité positive
puisque c’est 'espérance d’'un carré et pour se convaincre de la derniere égalité de la défini-
tion, calculons, pour ¢ constante arbitraire réelle, E[(X — ¢)?]. Ona (X —c¢)? = X?—2cX +¢?,
et donc d’apres les propriétés de 1’espérance,

E[(X - )] =E [X?] + ¢ — 2E[X],

si on prend ¢ = E[X] on obtient la formule annoncée. Ce petit calcul permet aussi de montrer
le dernier point de la proposition suivante :

Proposition 3. Soient X une variable aléatoire réelle de carré intégrable, a et b deuz réels.
On a : V[aX + b = a®*V[X]. De plus, V[X] =0 si et seulement si X est constante.

Enfin, la fonction ¢ — E[(X — ¢)?] posséde un minimum au point ¢ = E[X] et ce
minimum vaut V[ X].

Finissons, par une derniere propriété :



Proposition 4. Soient X et Y deuzr v.a.r. de carré intégrable, indépendantes ou mnon-
corrélées. Alors V[X + Y] = V[X] + V[Y].

Exzemple. Calculons tout d’abord la variance d’une v.a. X suivant la loi de Poisson de
parametre A. Nous avons déja vu que E[X] = A. Il reste a déterminer E [X?]. Pour cela,
notons que

E[X?] =E[X(X - )]+ E[X] =Y i(i — 1) e *N/il + A = N2 DN 2/(i = 2)l + \.

i>0 i>2
Le changement d’indices & = ¢ — 2, donne

E [XQ} = A2+ ), et donc, par suite, V[X] =\

Calculons a présent la variance de X lorsque X suit la loi uniforme sur [a, b]. La moyenne
de X est (b4 a)/2. On a de plus

b 10 —a® 1
E{Xﬂ: /xde:b ¢ = —(a® + ab+ b).

3 b—a 3
11 vient alors

(b= o)
12

1 1 1
VIX] = 50 + ab+ %) = J(a® + 2 + 1) = T (a® — 2ab + 1) =

3. Fonction caractéristique.

3.1. Variables entieres — fonction génératrice.
Dans ce paragraphe, X est une variable entiere : X prend ses valeurs dans N, X (©2) C N.

Définition. Soit X une variable aléatoire entiere. On appelle fonction génératice des mo-
ments de X la série entiere

Gx(s) =E[s*] = Y s"P({X =n})

n>0

=P{X =0} +sP{X =1} +sP({X =2})+...
Ezxzemple. Si X suit la loi de Poisson P (),
- n>\n A(s—1)
Gx(s)=e Zsj:e .
o Nt

Proposition 5. Soit X une variable aléatoire entiere. Alors, la série entiére G, est norma-
lement convergente sur [—1,1]. En particulier, le rayon de convergence R est supérieur ou
égal a un.

Démonstration. En effet, supj; < |s"|P({X =n}) = P{X =n}) et ZP({X =n}) = L
]



Corollaire 6. La fonction Gx est continue sur [—1,1] et C* sur | — 1,1[. En particulier,

_ GY(0)

VYn >0, P({X =n}) oy

Y

et la fonction Gx caractérise la loi de X.

Proposition 7. X est intégrable si et seulement si Gx posséde une dérivée a gauche au
point 1 et dans ce cas

E[X] = G'y(1).

Démonstration. Pour tout 0 < s < 1

C(s) = GX(? — SX<S> =3 11__SnIP’({X =)= (1+s+...+s"HP{X =n}).

n>0 n>0

En particulier, C' est croissante : C' posséde une limite & gauche en 1 (éventuellement égale
A +00). On a d’autre part, pour tout 0 < s < 1, ns" ' <1+ s+ ...+ s" < n pour tout n
et par conséquent, pour tout r € N

i ns" 'TP{X =n}) <> ns" 'P{X =n}) <C(s) <> nP({X =n}).

n=0 n>0 n>0

Par conséquent, pour tout r € N,

T

S (X =n}) = lim 3 s P(X = n}) < lim C(s) < 3 nP((X =}

n=0

et finalement,

E[X] = Y P ({X = n}) = Gx(1).

n=0
O

Remarque(s). Plus généralement, G’% (1) = E[X (X — 1)] et, pour k£ > 1,

PN =EX(X-1)... (X —(k-1))].
Proposition 8. Soient X et Y deux variables aléatoires entiéres indépendantes. Alors
V|s| <1, Gxiv(s) = Gx(s) Gy(s).
Démonstration. En effet, pour tout |s| < 1, puisque X et Y sont indépendantes,
Gxiv(s)=E [3X+Y] =E [SX SY] =E [SX} E [SY] = Gx(s) Gy(s).

O

Exemple. Si X1, ..., X, sont n variables aléatoires indépendantes de loi de Bernoulli de

parametre p. Alors S = X; + X5 + ... + X, suit la loi binomiale B(n, p).

7



3.2. Cas général.

Nous avons déja dit que la loi d'une v.a.r. X était caractérisée par sa fonction de ré-
partition. On peut aussi déterminer Px en utilisant une fonction de R — C : la fonction
caractéristique.

Définition. Soit X un v.a.r. On appelle fonction caractéristique de X, notée ¢ (ou @ si
besoin), la fonction suivante :

¢:R — C, tr—>90(t):E{e“X}.

Rappelons, tout d’abord que eX = cos(tX) + isin(¢X) est une v.a. de module un (donc
intégrable) et que p(t) = E[cos(tX)] + i E[sin(tX)].

Remarquons d’autre part, que lorsque X est entiere,
VtER, @y(t)=Gx ().

Proposition 9. Soit X une v.a.r. Alors @ est uniformément continue et bornée par un. Si
de plus X posséde un moment d’ordre n € N* alors @ est de classe C™ et

P (0) =" E[X"].

Mais la fonction caractéristique n’a vraiment d’intérét que dans la mesure ou elle déter-
mine la loi de la v.a.r. X. C’est 'objet du théoreme suivant :

Théoréme 10. Soient X etY deuz v.a.r. de fonction caractéristique Qy et . Px et Py
sont égales si et seulement si Y (t) = Py (t) pour tout réel t.

Exemple. La fonction caractéristique d’une v.a. de Poisson de parametre A est :

vVt € R, o) =e > "N /kl = exp ()\(eit - 1)) :

k>0

Une conséquence du Théoreme 2 pour les fonctions caractéristiques est la suivante : la
fonction caractéristique de la somme de deux v.a. indépendantes est égale au produit de leur
fonction caractéristique ; plus précisément

Proposition 11. Soient X et Y deuz v.a. réelles indépendantes. Alors,

VEER, @y y(t) = px(t)py(D).

Exemple. Soient X et Y deux v.a. indépendantes suivant respectivement une loi de Poisson
de parametre A et une loi de Poisson de parametre p. Déterminons la loi de la v.a. X +Y en
calculant sa fonction caractéristique. Comme X et Y sont indépendantes, on a, pour t € R,

Oxyy(t) = @x(t) Py (t) = exp (/\(eit — 1)) exp (u(eit — 1)) = exp ((/\ + ) (e — 1)) :

On reconnait la fonction caractéristique d’une loi de Poisson de parametre A + p. D’apres le
Théoreme 10, X + Y suit la loi de Poisson de parametre A + pu.



3.3. Variables gaussiennes.

Commencons par quelques rappels concernant les variables aléatoires gaussiennes.

Définition. Une v.a.r. X est dite normale (ou gaussienne) centrée réduite si elle admet pour
densité la fonction

1 z?
Vr € R, p(z) = Ner exp (—2> )

Si X est une v.a.r. normale centrée réduite, on a E[X] = 0, V[X] = 1, et de plus la
fonction caractéristique de X est donnée par

VieR, @)=/

Définition. Une v.a.r. Y est dite gaussienne si Y = 0 X + p ot 0 et p sont deux réels et X
est une v.a.r. normale centrée réduite. On dit que Y suit la loi N(p, 0?).

Les parametres p et o2 corespondent respectivement & la moyenne et a la variance de Y
puisque E[Y] = oE[X] + p = p et V[Y] = 0?V[X] = o2

On montre sans peine que Y est une variable aléatoire gaussienne si et seulement si sa
fonction caractéristique est donnée par

ot?
vVt € R, Py (t) = exp <z’tu - 2) :

Cette formule montre entre autre que la loi d’une variable aléatoire gaussienne est entiere-
ment caractérisée par sa moyenne et sa variance.

Dans le cas ou o # 0, Y posséde pour densité

o (~22)

—
Y V2mo? 202
En effet, si f est borélienne et bornée, on a, via le changement de variables y = oz + u
(séparez les cas 0 > 0 et 0 < 0)

E[f(Y)] = El[f(0X + )] = jQ_ﬁ [ pow wy e

_ \/127/1:0 f(y) exp <—; (y;uf) Icffy|

Finissons ces rappels par la propriété suivante :

Proposition 12. Soient X etY deux gaussiennes indépendantes. Alors S = X +Y est une
v.a.r. gaussienne de moyenne E[X] + E[Y] et de variance V[X]| + V[Y].

Notons p et 02 la moyenne et la variance de X, v et 72 la moyenne et la variance de Y.
Comme X et Y sont indépendantes, on a, pour tout réel ¢,

02t2 7'2'[:2
Ps(0) = (0 oy ) = exp (it = 75 ) exp (10 = T
et donc

2

qui est la fonction caractéristique d’une gaussienne de moyenne p+ v et de variance o2 + 72.

p5(t) = exp (it(u o) “’*”) ,



3.4. Table des lois connues.

Les exemples précédents font apparaitre une nouvelle maniére de déterminer la loi d’une

v.a. :
d’une loi connue.

on calcule sa fonction caractéristique et on l'identifie avec la fonction caractéristique

Rappelons d’abord, les définitions des lois que nous utilisons. Tout d’abord pour celles
qui sont absolument continues, précisons les densités p et les fonctions de répartition F
lorsqu’elles sont calculables.

Loi uniforme U(a,b) :

p(x) = (b— ) 1ay(2),

x<b F(x)=0sixz <a, F(x)=1six > b;

Loi de Cauchy :
Loi de Laplace :

p(z) = 1/(n(1 + 2?)),
plx) = e /2,
Loi exponentielle, Exp(\), A >0 :

sizx >0 F(z)=1—exp(—Azx);

Loi gaussienne N (u,0?) :

F(x) = (b—a)Yr—a)sia<

F(z) =1/2 4 arctan(z)/7;
F(zx)=¢"/2six <0, F(x)=1—e"/2siz > 0;
p(z) = Aexp(—Az) 1g, (2),

siz <0 F(x)=0,

p(x) = (2m0®) "2 exp (—(z — p)?/(207)).

Dans le cas discret, rappelons les définitions; si p € [0,1], g =1 — p.

Loi de Bernoulli, B(p), 0<p<1:P(X=1)=p, P(X =0) =gq;
Loi binomiale, B(n,p), n >1,0<p<1: pour k=0,...,n, P(X = k) = CEpFq"*;

k—1.

Loi géométrique, G(p), 0 <p <1 : pour k € N*, P(X = k) =pg"';
Loi binomiale négative, B_(n,p), n>1,0<p<1: Vk>n,P(X = k) = C}_{ p"¢"";
Loi de Poisson, P(\), A >0 : pour k € N, P(X = k) = e *\/k!

Le tableau ci-dessous rappelle la moyenne, la variance, la fonction caractéristique des lois

les plus courantes.

Loi / v.a. Notation | Espérance | Variance p(t)=E [e“x }
Bernoulli B(p) P Pq q + pe
Binomiale B(n,p) np npq (q + pet)"
Géométrique G(p) 1/p q/p* pe’ /(1 — qe™)
Binomiale négative | B_(n, p) n/p nq/p? (pe /(1 — ge'))"
Poisson P(A A A exp (A(e” — 1))
Uniforme Ua,b) | (a+b)/2 | (b—a)?/12| (™ =) / (it(b - a))
Cauchy non non eI
Laplace 0 2 (1+2)7"
Exponentielle Exp(N) /A 1/X2 A/ (A —it)
Gaussienne N (i, 0%) i o? exp (itp — o?t?/2)
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Licence MATH et MASS 3¢ année MATHS504 : Probabilités et Statistiques

Théoremes Limites I

Pour finir ce cours nous allons donner deux exemples de théoréemes limites pour des suites
de v.a. réelles indépendantes : la loi faible des grands nombres et le théoréme de la limite
centrale ou théoreme « central limit », TCL en abrégé dans la suite.

1. Loi des grands nombres.

Nous commencons par deux inégalités tres classiques du calcul des probabilités ; elles sont
d’usage fréquent.

1.1. Inégalités de Markov et Bienaymé—Tchebychev.

Tout d’abord l'inégalité de Markov dont la démonstration est d’un simplicité enfantine.
Proposition 1. Soit X une v.a.r. positive et intégrable. Alors,
Va > 0, aP(X > a) <E[X].
La démonstration de cette inégalité est élémentaire. Il suffit de remarquer que, comme
X est une v.a.r. positive,
X=X1xco+X1x5q 2> X1xsq>alxs,,
et d’utiliser la croissance de I'espérance, pour obtenir
E[X] > aE[1xs,) = aP(X > a).
L’inégalité ci-dessus est vraie pour a = 0 mais ne présente dans ce cas aucun intérét.

Remarque(s). Notons que si X est une v.a.r. positive et r > 0, alors X (w) > a si et seulement
si X"(w) > a”, et ce pour tout a > 0. En particulier, si X est une v.a.r. positive qui posséde
un moment d’ordre r, on a

Va > 0, a"P(X >a)=ad"P(X">a") <E[X"].
Cette remarque tres simple conduit a une seconde inégalité connue sous le nom d’inégalité
de Bienaymé—Tchebychev.
Proposition 2. Soient a > 0 et X une v.a.r. de carré intégrable. Alors,
VIX]

a?

P(X -E[X]| =2 a) <

Il suffit d’appliquer la remarque précédente a la variable Y = | X — E[X]| avec r = 2. En
effet, pour tout a > 0,
@’ P(Y >a) <E[Y?| = V[X].

Remarque(s). Ces inégalités sont valables indépendamment de la loi de la v.a.r. X. Il n’est
donc pas tres surprenant qu’elles ne soient pas extremement précises comme on peut s’en
convaincre sur 'exemple suivant. Soient X de loi uniforme sur [0,1] et @ = 1; E[X] = 1/2
et donc l'inégalité de Markov donne 0 = P(X > 1) < 1/2, qui n’est pas optimal!

Ph. Briand 1 Université de Savoie



1.2. Convergence en moyenne quadratique.

Nous allons nous intéresser a la convergence d’une suite de v.a.r. (X,,),en. Nous devons
préciser en quel sens on doit comprendre cette convergence.

Définition. Soient (X, ),en une suite de v.a.r. de carré intégrable et X une v.a.r., toutes
définies sur le méme espace de probabilité. (X,,),en converge vers X en moyenne quadratique
si:
. 2]
Jm B[ - XP] =0
Il existe différentes notions de convergence pour les suite variables aléatoires réelles.
Définissons un autre mode de convergence : la convergence en probabilité.

Définition. Soient (X, ),en une suite de v.a.r., X une v.a.r., toutes définies sur le méme
espace de probabilité (2, F,P). On dit que (X,,)en converge vers X en probabilité si :

Ve > 0, lim P(|X,—-X|>¢)=0.
n——+0oo
Remarque(s). Un moyen d’établir la convergence en probabilité de (X,,),en vers X consiste a
montrer que, pour un r > 0, E[| X, — X|"] converge vers 0 et d'utiliser I'inégalité de Markov
puisque
Ve >0, P(|X,—X|>¢) <E[X,—X]|"] /<"

En particulier, la convergence en moyenne quadratique entraine la convergence en probabi-
lité.

Exemple. Pour illustrer la notion de convergence en probabilité, considérons X une v.a.r.
uniforme sur [0,1] et, pour n € N*, X,, = X + n®1x<y,. Alors, la suite (X,)nen+ converge
vers X en probabilité. En effet, si 0 < ¢ < 1, alors

P(|X,—X|>e)=P(X <1/n)=1/n.
Par contre, la suite (X,,),en+ ne converge pas vers X en moyenne quadratique puisque

E[|X, - X]] =n'P(X < 1/n) =1’

1.3. Loi faible des grands nombres.

Imaginons un instant que l'on lance une piéce non truquée un grand nombre de fois,
disons n fois. On note P, le nombre de fois ou « pile » est apparu. Intuitivement, si n est
grand la fréquence d’apparition de pile, P, /n, va étre proche de 1/2. Le théoréme suivant,
la loi faible des grands nombres, confirme cette intuition.

Théoréme 3. Soit (X,)nen+ une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, de carré in-
tégrable et définies sur le méme espace de probabilité (2, F,P). On note, pour tout n > 1,
S, =X1+4+ ...+ X,. Alors, avec p=E[X4],

— =—(X1+...+X,) — pu, en moyenne quadratique, quand n — oo.



Remarque(s). Le résultat reste vrai si on suppose seulement que les v.a.r. sont 2 & 2 non-
corrélées et possedent la méme moyenne et la méme variance au lieu de les supposer indé-
pendantes et de méme loi.

La démonstration est relativement facile : comme les v.a.r. sont indépendantes et de
méme loi — c’est pareil sous les hypothéses de la remarque précédente — on a, notant o2 la
variance de X7,

s on B[] -vs] -2

le résultat s’en suit immédiatement.

2. Théoréme de la limite centrale.

Nous avons vu au paragraphe précédent deux types de convergence pour les suites de
v.a.r. : la convergence en moyenne quadratique et la convergence en probabilité. Toutefois
pour énoncer le théoreme de la limite centrale nous aurons besoin d’une notion plus faible
de convergence.

2.1. Convergence en loi.

Pour ce type de convergence, les variables aléatoires peuvent étre définies sur des espaces
de probabilité différents.

Définition. Une suite de v.a.r. (X,),en converge en loi vers une v.a.r. X si, pour toute
fonction f: R — R, continue et bornée,

E[f(X,)] — E[f(X)], quand n — +o0.
Remarque(s). Comme déja dit, les v.a.r. X,, peuvent étre définies sur des espaces de proba-
bilité différents puisque les v.a. n’interviennent qu’au travers d’espérances.

Dans la définition, la continuité de la fonction f est importante. En effet; si X,, est une
v.a. prenant les valeurs 1/n et 1 avec probabilité 1/2 alors X,, converge en loi vers X ou X
prend les valeurs 0 et 1 avec probabilité 1/2 puisque, si f est continue bornée,

E[f(Xn)] = (f(1/n) + f(1)) /2 — (f(0) + f(1)) /2 = E[f(X)].
Pourtant, si on prend f = 10y qui n’est pas continue au point 0,
E[f(X.)] = P(X, = 0) =0,  E[f(X)] =P(X = 0) = 1/2

En général, si X,, converge en loi vers X, on ne peut pas dire que P(X,, € A) converge
vers P(X € A) car x — 14(z) n’est pas une fonction continue.

Exemple. Soit X,, une v.a. de loi uniforme sur {i/n, i =0,...,n —1}. Alors X,, converge
en loi vers X de loi uniforme sur [0, 1]. En effet, si f est une fonction continue et bornée, on

a
1 n—1

B (X0 = 3 fim) — [ fla)ds = ELF(X))

puisque E[f(X,,)] est la somme de Riemann de f associée a la subdivision de pas 1/n sur
[0,1].



Dans cet exemple, les v.a.r. X,, sont discretes et la v.a.r. X est absolument continue. Si
toutes les v.a.r. sont discréetes et a valeurs dans le méme ensemble discret on peut obtenir
une caractérisation simple de la convergence en loi.

Proposition 4. Soient X,,, n € N, et X des v.a.r. a valeurs dans N. Alors X,, converge en
loi vers X si et seulement si, pour tout k € N, P(X,, = k) — P(X = k) quand n — +o0.

Rappelons que, dans ce cas, si f est continue bornée,

E[f(Xn)] =D fOP(X,=i),  E[f(X)]=> f)PX =1i);

i>0 i>0

on montre que la condition est nécessaire en considérant, pour tout entier k, la fonction
continue f(z) = (1 — 2|z — k)™ qui vérifie f(p) = 0 pour tout p € N tel que p # k. La
condition est suffisante par passage a la limite dans E[f(X,)], f étant bornée. En effet,
si on fixe 0 < ¢ < 1/2, il existe un entier m tel que > P(X = i) > 1 — ¢, puisque
Yo P(X =) = 1. Comme P(X,, = i) — P(X = 14) pour tout i on en déduit que, si n est

suffisamment grand disons n > p, > P(X,, =i) > 1 — 2¢. On a donc, pour tout entier n,

m

E[f(Xn)] = E[f(X)] = > fO){P(X, = i) —P(X = i)} +>_ f(i) {P(X, =) —P(X =)},

i>m =0

et, si n > p, I'inégalité triangulaire donne
L/ (X)) ~ B0 < 3ellflloo + 1 oo e [P(Xo =) = BOX = )],

ol || fllc = sup;en |f(7)]. Cette derniere inégalité permet de conclure puisque m est fini.

Exemple. On suppose que X, suit la loi B(n, p,). Si np, — A > 0, alors X, converge en loi
vers une v.a. X suivant une loi de Poisson P(\). Appliquons le critére précédent. On a, si k <

n, P(X, = k) = C%(p,)*(1-p,)"~*. Tout d’abord P(X,, = 0) = (1-p,)" = exp {nIn(1—p,)}.
Comme lim,_,oIn(1 — x)/x = —1, on a comme p, — 0, P(X,, =0) — ¢ =P(X = 0).
Un calcul facile conduit a, pour n > k + 1,

P(X, =k+1) (n—Fk)p,  1—kn™" np, A

PG, =k (4 D(-p)  LT—po k+1  k+L
Il vient alors, pour tout k € N, P(X,, = k) — e *\¥/kl.

Nous admettrons le résultat suivant qui donne des caractérisations de la convergences en
loi.

Théoréme 5. Soient (X, )nen une suite de v.a.r. et X une v.a.r. Alors les propositions
sutvantes sont équivalentes :

— (Xn)nen converge en loi vers X ;

— pour toutt € R, 0y (t) — ©x(t);

— pour tout x € R ot Fx est continue, Fyx, (z) — Fx(x).

De plus, si (X,)nen converge vers X en probabilité alors (X,)nen converge vers X en
los.



Exemple. Soit Y, une v.a. de loi géométrique A/n, A > 0. Montrons que X,, = Y, /n
converge en loi vers une v.a. X de loi Exp()). Soient ¢, la fonctions caractéristique de X,
et  celle de X. On a

(A/n)exp(it/n) A
A= meplitiny PO =37

vVt € R, p,t) = =

Comme lim, o (¢* — 1) /z =1, on a, pour tout t € R,

A A
Pult) = n (exp(—it/n) — 1) + A TNt pb).

Ezercice. Reprendre I’'exemple de la page 4 a I’aide du critere sur les fonctions caratéristiques.

2.2. Le TCL.

Nous démontrons maintenant un résultat important de la théorie des probabilités : le
théoreme de la limite centrale.

Théoréme 6. Soit (X,),en une suite de v.a.r. indépendantes, de méme loi, de carré inté-
grable. On note u = E[X,] et 0% = V[X1]; on suppose que o > 0. Alors,
Sn
vn < - ,u) — X, en loi, quand n — +o0,
n

o

ot X est une v.a.r. de loi N(0,1) et S, = X1 + ...+ X,.

Remarque(s). Comme la loi limite posséde une fonction de répartition continue, on a, pour
tout intervalle |a, b],

P (a <+/n (n_lsn — ,u) Jo < b)) — \/12_7T /ab exp(—u?/2) du.

La loi des grands nombres nous dit que n~1S, converge vers p en moyenne quadratique.
Le TCL montre que la vitesse de convergence est en 1/y/n. De plus, si n est suffisamment
grand, \/n(n'S,, — p)/o se comporte comme une v.a.r. normale centrée réduite.

On a en particulier, pour n assez grand,
P (‘n_lSn - u’ > a) =P (‘\/ﬁ (n_lSn - [L) /0’ > a\/ﬁ/a) ~ 2 (1 -9 (a\/ﬁ/cr)) ,

ou @ est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.

Connaissant deux des nombres n, « et ¢, il est possible au moyen de cette approximation
de déterminer le troisiéme pour que

P (‘n_lSn — ,u‘ > a) <e.
Le TCL se démontre en utilisant les fonctions caractéristiques. On note Y} la variable
aléatoire (Xy — p)/o. On a donc E[Y;] = 0 et V[Y;] = 1 et les Y, demeurent indépendantes.

Avec ces notations, on doit montrer que

1 n
R,=—) Y. — X, enloiquand n — +o0
v

b}



ou X suit la loi normale centrée réduite. Déterminons la fonction caractéristique de la v.a.
R, @, : par indépendance, on a, notant ¢ la fonction caractéristique de Y7,

VEER, @) = (t/Vn)

comme Y] est de carré intégrable, centrée réduite, sa fonction caractéristique est de classe
C? et on a ¢'(0) =i E[Y;] = 0 et ¢0"(0) = ? E[Y{?] = —1. ¢ posseéde donc un DL a l'ordre 2
en 0 de la forme

O(t) =1—12/2+t%(t), avec lime(t) = 0.

t—0

Soit t € R fixé. Puisque 2" — w"| < n|z —w| si |z] < 1 et |w| < 1, pour n assez grand,
1 —t?/(2n) appartient & [0, 1], et on a comme |p(t//n)| < 1,
N
V)|

2\" 2 2 t " 2\"
H—[1——1| |=|[1-—+—¢c|— —l1-=) |<
w15 | =[5 5 () - (- 5) |
li 1 2Y li In(1 AN (—t%/2)
n—1>I-Poo 2n - n—1>r—|r—loo CXpnin 2n = exp ’

Comme In(1+ 2)/z — 1 si z — 0, on obtient
ce qui entraine, puisque £(t/y/n) tend vers 0 si n — +o0,

vVt € R, lim @, (t) = exp(—t?/2),

n—-+4o0o

ce qui démontre le TCL via le Théoreme 5.
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Couples aléatoires

Au chapitre précédent, nous avons étudié les variables aléatoires réelles c’est a dire les va-
riables aléatoires prenant leurs valeurs dans R. Dans cette partie du cours, on va considérer
le cas de vecteurs aléatoires c’est a dire des variables aléatoires a valeurs dans R? ot d € N*.
Pour simplifier I'exposé, nous considérerons seulement le cas de la dimension d = 2. Une
vecteur aléatoire Z de R? sera décrit dans la suite par son abscisse X et son ordonnée Y
ie. Z = (X,Y). On utilise aussi le terme « couple aléatoire » pour un vecteur aléatoire de
dimension 2.

1. Loi d’un couple aléatoire.

On va s’intéresser a la loi P, d'un couple de v.a.r. Z = (X,Y). On pourrait penser que
si I'on connait la loi de chacune des v.a.r. X et Y alors on connait la loi du couple ; mais la
situation est plus complexe.

1.1. Un exemple.

Considérons un couple aléatoire Z ne prenant que quatre valeurs (0,0), (0,1), (1,0) et
(1,1). On a, alors,

P(X=0)=P[Z=(0,0]+P[Z=(0,1)], P(X=1)=1-P(X =0),
P(Y=0)=P[Z=(0,0)+P[Z=(1,0)], PY=1)=1-P(Y =0).
Supposons tout d’abord que Z suit la loi uniforme c’est a dire
P[Z=(0,0)]=P[Z=(0,1)]=P[Z=(1,0)] =P[Z =(1,1)] = 1/4.
On a, dans ce cas
PX=0)=PX =1)=1/2, PY=0)=PY =1)=1/2.
Si a présent, on suppose que
P[Z=(0,0)]=1/8, P[Z=(0,1)]=3/8, P[Z=(1,0]=3/8 P[Z=(1,1)]=1/8,
on obtient toujours
PX=0)=P(X=1)=1/2, PY=0)=PY =1)=1/2.

Dans les deux cas que 'on vient de considérer, la loi de X et Y est la loi uniforme sur
{0,1} et pourtant la loi de Z = (X,Y") n’est pas la méme dans le premier et dans le second
cas.

Deux enseignements semblent se dégager de cet exemple : tout d’abord si on connait la loi
du vecteur Z = (X,Y'), on peut déterminer celle des v.a. X et Y. Par contre la connaissance
de la loi de X et de la loi de Y ne permet pas de déterminer la loi du vecteur Z = (X,Y)
en général.

Ph. Briand 1 Université de Savoie



1.2. Vocabulaire.

Donnons a présent les définitions précises relatives aux couples aléatoires ; ces définitions
généralisent celles concernant les variables aléatoires réelles.

Définition. On appelle couple aléatoire — ou vecteur aléatoire de dimension deux — toute
paire Z = (X,Y) de variables aléatoires réelles. On a donc :

Z:(Q,F,P)—R? wr—Z(w)=(X(w),Yw)).

Sur R, nous avons considéré la plus petite tribu engendrée par les intervalles i.e. la tribu
borélienne. Pour travailler dans R?, on introduit la tribu borélienne de R?, B(R?), qui est
« la plus petite tribu » sur R? contenant tous les pavés I x J ot I et J sont deux intervalles
de R. Cette tribu contient tous les pavés du type A x B ou A et B sont deux boréliens de
R mais elle contient également des ensembles beaucoup plus complexes qui ne sont pas des
produits cartésiens.

Si Z est un couple aléatoire, on montre que pour tout borélien C' de R?, I'image réciproque
de C par Z, Z71(C) = {w € Q, Z(w) € C}, est un élément de F. Ceci donne un sens a la
définition suivante.

Définition. Soit Z :  — R? un couple aléatoire. L’application P, définie par
Pz:BR?) — [0,1],  Cr—Py(C)=P(27(C))
est une mesure de probabilité appelée loi de Z.

Remarque(s). Si C' est un borélien de R?* et Z = (X,Y) un couple aléatoire, ’ensemble
Z7HC), noté {Z € C} par les probabilistes, n’est pas toujours tres facile & déterminer.
Néanmoins, si C' est le pavé A x B la situation est plus favorable; en effet, on a dans ce cas

Z7HCO)={weQ, (X(w),Y(w) e Ax By =X A)nY (B),
soit encore {Z € Ax B} ={X € A, Y € B}.

La tribu des boréliens de R? contient des parties complexes ; toutefois, elle est engendrée
par la classe des produits d’intervalles réels, ce qui conduit au résultat suivant :

Proposition 1. Soit Z = (X,Y) un couple aléatoire. La loi Py est caractérisée par
P,(IxJ)=P(Xel,Y elJ),

pour tout couple (I,J) d’intervalles réels.

Lois marginales du couple. Si Z = (X,Y) est un couple aléatoire, les lois marginales de

Z sont les lois des v.a.r. X et Y. Il est important de noter que si on connait la loi du couple

P, on connait les lois marginales. En effet, si A est un intervalle, une réunion d’intervalles
ou un borélien de R,

Px(A)=P(X € A)=P(X €A YecR)=Psz(AxR),
de méme, pour la v.a.r. Y,

Py(B)=P(Y € B)=P(X €R,Y € B) =P,(R x B).

2



2. Le cas discret.

Nous examinons a présent le cas ou Z est une couple aléatoire discret : X et Y sont
donc deux v.a.r. discrétes prenant respectivement les valeurs {z;, i € N} et {y,, n € N}.
Remarquons que Z prend les valeurs {(x;,y,), (i,n) € N?} et que 'on note, si i et n sont
deux entiers, p;, = P[Z = (z;,y,)]. On a alors

400 +o0 +0o0 400
ZZP(X:%, ZZIP’ =z,Y =y, =1
=0 n=0 n=0 1=0

On peut faire, dans le cas d'un couple Z, le méme raisonnement que dans le cas d’une
variable aléatoire réelle, et montrer que la loi de Z est entierement déterminée par les valeurs
Pin DOUr i et n entiers naturels. En fait, si C' est un borélien de R?, on a :

Z - O Z IP) xzyyn)] 1C(xiayn> = Z Pin 1C(xiayn)'

1,n>0 3,m>0

Ceci signifie que la probabilité que Z appartienne a C' s’obtient en sommant les p; ,, sur les
indices i et n pour lesquels (z;,y,) appartient a C.

Pour déterminer les lois marginales de Z, il suffit de calculer P(X = z;) pour tout entier
i et P(Y = y,) pour tout entier n. Mais on a, pour tout i € N,

P(X:.TZ>:P(X:I“YER):ZP(X:xu —yn szna

n>0 n>0

et pour tout n € N,

P(Y:yn):P(XeRaY:yn>:ZP<X:xw *yn szn

i>0 i>0
Donnons un exemple de calcul de marginales a partir de la loi du couple.

Ezemple. Soient 0 < p < 1 et Z = (X,Y) un couple & valeurs dans N? de loi donnée par

1 1— A
V(i,n) e N?, P(X =i,Y =n)=¢e? p.' (1 —p)"* 4 ce (7P d-pr .|p) p",
i! i!

ol ¢ est un réel strictement positif.
Montrons que ¢ = p(1 — p) et déterminons les lois marginales de X et de Y.

Indépendance. Comme on I’a vu dans I'exemple introductif, on ne peut pas en général,
trouver la loi du couple si on connait seulement les lois marginales. Toutefois, il y a un cas
tres particulier pour lequel on peut reconstruire la loi de Z = (X,Y) a partir des lois de
X et Y : celui de I'indépendance. Rappelons que deux variables aléatoires discretes X et Y
sont indépendantes si et seulement si

V(i,n) e N>, P(X =u1;,Y =y,) =P(X =2;) P(Y = y,).

La formule précédente peut se lire de la facon suivante : X et Y sont deux v.a.r. discretes
indépendantes si et seulement si la loi du couple Z = (X,Y’) est donnée par

V(i,n) € N?,  pin=P(Z=(zs,y,)) =P(X = ;) P(Y = y,).
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Remarque(s). En pratique, on connait la loi du couple Z au travers des p; ,, et on se demande
siles v.a. X et Y sont indépendantes. Pour cela, il suffit de vérifier que 1'on peut séparer
les variables dans p;,, c’est a dire écrire p;,, = u; v, pour tout (i,m); on n’a pas besoin de
déterminer les marginales.

La derniere chose a mentionner pour les couples discrets est la maniere de calculer I'es-
pérance de variables réelles construites a partir du couple Z.

Proposition 2. Soient Z = (X,Y) un couple discret et f : R> — R une fonction. Si la
somme double 3=, >0 | [ (@i, yn)| Din est finie alors la v.a.r. f(X,Y) est intégrable et

E[f(X,V)] = > f@,yn)P(Z = (2i,90)) = D f(i,9n) Pin-

4,n>0 1,n>0

3. Couple possédant une densité.

Dans ce paragraphe, on se concentre sur le cas d'un vecteur aléatoire Z = (X,Y’) pos-
sédant une densité. Avant de définir ce qu’est une densité de probabilité dans le cas d’un
couple, on présente deux résultats sur les intégrales doubles.

3.1. Intégrales sur R?.

Soit f : R? — R une fonction. On aimerait répondre aux questions suivantes : a
quelles conditions peut on dire que f est intégrable sur R?? Comment calculer dans ce cas
I'intégrale ? Les intégrales itérées sont-elles égales 7 Plus précisément, comment calculer

//R2 f(x,y) dxdy, /R(/Rf(x,y)dy> dx:/R(/Rf(x,y)dx> dy 7

Nous verrons au paragraphe suivant que — comme dans le cas des séries doubles — la situation
la plus favorable est celle ou f est positive.

Comme dans le cas de fonctions réelles, I'intégrabilité de f sous-entend que, pour tout
réel a, Pensemble {z € R?, f(x) < a} appartient a la tribu borélienne de R? : on dit que
f est borélienne. En pratique, on ne s’attarde pas trop sur ce point et on utilise souvent le
fait que si la fonction f est continue sauf sur un ensemble au plus dénombrable ou méme
en dehors d'un ensemble tel que le bord d’un cercle, une droite c’est a dire en dehors d’un
ensemble « d’aire nulle »— on dit négligeable — alors f est borélienne.

Ezemple. La fonction définie par f(z,y) = 1 si 22 + y* < 1 et 0 sinon est continue sur R?
privé du cercle unité qui est négligeable. f est donc borélienne.

Passons a présent au théoréme de Tonelli qui concerne les fonctions positives.

Théoréme 3. Soit f : R* — R, une fonction borélienne et positive. Notons I, et I, les
intégrales itérées i.e.

[1—/R</Rf(9c,y)dx>dy et IQ—/R</Rf(x,y)dy>dx.

On a lalternative suivante :



— ou bien I et Iy valent toutes les deuzx +oo,

— ou bien Iy et Iy sont toutes les deux finies et égales.

On retient ce résultat sous la forme suivante : si f est une fonction positive alors on a
toujours, en tolérant la valeur +oo,

/R(/Rf(x’y)dx> dy:/R(/Rf(I,y)dy) dz.

Le théoreme de Tonelli conduit & la définition suivante :

Définition. Soit f : R? — R une fonction. f est intégrable sur R? si f est borélienne et

L ([ f@nldy)de= [ ([ 15w dr)dy < +oc.

Nous passons a présent au théoreme de Fubini, analogue du théoréme de Tonelli pour les
fonctions qui ne sont pas de signe constant.

Théoréme 4. Si f : R?> — R est une fonction intégrable alors

/R (/R J(@.y) dy) dz = /R (/R f(z.y) dx) dy.

Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur R? (ou intégrale double) la quantité

//RQf(w,y)dxdyZ/R(Lf(x,y)dy)dx:/R<[Rf(x’y)dx>dy_

Si D est un borélien de R? et f une fonction intégrable, on pose

//D fla,y) dedy = //RQ 1p(z,y) f(z,y) dzdy.

Exzemple. Donnons un premier exemple. Soit D un borélien borné de R? et f : RZ — R
une fonction borélienne bornée sur D. Alors g(x,y) = 1p(x,y) f(z,y) est intégrable sur R?.
En effet, il existe a > 0, M > 0 tels que D C [—a,a]? et |f(z)] < M siz € D et on a

/ (/ \g(l’,y)\ dy) do< [ ( ) Mdy) dr = 4a”M,
R R —a —a

qui est finie; donc g est intégrable. Ce calcul s’applique en particulier au cas d’une fonction
continue sur R?.

3.2. Densité d’un couple aléatoire.

Donnons maintenant la définition d’un couple aléatoire possédant une densité. Tout
d’abord, comme dans le cas réel, on a la définition suivante.

Définition. Soit p : R? — R une fonction. p est une densité de probabilité sur R? si

(i) p est positive;



(ii) p est intégrable sur R? et // 2p(.1', y) dxdy = 1.
R

Définition. Soient Z = (X,Y’) un couple aléatoire et p une densité de probabilité sur R?.
Z a pour densité p si, pour tout couple (I, J) d’'intervalles de R,

P,(IxJ)=P(Xel,YeJ)= //Ixjp(x,y) dxdy = //R2 1,(x)1,(y) p(z,y) dedy.

Remarquons que cette définition caractérise bien la loi du couple Z puisque d’apres la
Proposition 1 il suffit de spécifier P(Z € I x J) pour le faire.

Exemple. Soit p la fonction définie par
p(z,y) = ce™* Lyj<a (%)

Calculons ¢ de sorte que p soit une densité de probabilité. p est positive des que c est positive ;
on se place dans ce cas. On a de plus

—+00
// p(z,y) dedy = C/ / e Ly<z dedy = C/ / e “drdy = C/ eIl dy = 2c.
R?2 yeR JzeR - yeR J|y| R

11 faut donc prendre ¢ = 1/2 pour que p soit une densité de probabilité.

Nous conserverons cet exemple tout au long de ce paragraphe.

Théoréme 5. Soient Z = (X,Y) un couple aléatoire de densité p, f : R*> — R une
fonction borélienne. Si la fonction fp est intégrable sur R? i.e. [[g2|f(z,y)| p(z,y) dzdy <
+oo alors la v.a. réelle f(X,Y) est intégrable et dans ce cas,

Ef(X.YV)) = [[ | fa.y)p(e,y) dedy
En particulier, pour tout borélien D de R?,
P(X,Y) € D] = E[1p (X.Y))] = [[ pla.y) dudy.

Exemple. Reprenons I'exemple (x) et calculons I'espérance de Y.

E[Y] = // yp(z,y)dedy = c/ y/ e "Liyj<g dedy = c/ ye"y| dy =0
R?2 yeER z€R - R

puisque la fonction est intégrable et impaire.

Lois marginales. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire de densité p. On veut déterminer
les lois marginales de Z, Px et Py. On va montrer pour cela que X (respectivement Y)
possede une densité px (respectivement py ) que 'on va calculer en fonction de p. Utilisons
la méthode vue pour les variables aléatoires réelles. Soit donc f : R — R une fonction
continue par morceaux et bornée. Calculons E[f(X)]. D’aprés le Théoréme 5 et le théoreme
de Fubini, on a

B0 =[], 1) plos)dody = [ 5@ ([ pto,y)dy) do.
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Mais si X a pour densité py,

et par identification on obtient

px(r) = / p(z,y)dy, respectivement,  py(y) = / p(z,y)dx.
R R

Notons que px et py sont bien des densités puisqu’elles sont intégrables, positives et, par

définition
/Rpx(:c)da: = /R (/Rp(:z:,y) dy) dx = //RQp(:C,y) dxdy =1 ;

idem pour py.
Nous venons de montrer le résultat suivant :

Proposition 6. Soit Z = (X,Y) un vecteur aléatoire de densité p. Alors les lois marginales
Px et Py admettent pour densités respectives

px(x) :/RP(IJJ) dy, et, Py (y) Z/E{p(x,y) dzx.

Exemple. Calculons les lois marginales de I'exemple (). Il vient immédiatement, pour
r € R,

T

px(z) =ce™® / 1<z dy = ce " 1,50 dy = 2cre 1,59 = xe " 1,50.
R = Joz = =

Le calcul de py est plus simple. On a directement
+oo

1
py(y) =c / e "l < dr =c / e dr = ce™ W = —e7 W,
R - lyl 2

Indépendance. Soit Z = (X,Y) de densité p. A quelle condition sur p X et Y sont-elles
indépendantes ? Peut-on trouver un critere simple ?

Théoréme 7. Soient Z = (X,Y) un couple aléatoire de densité p, px et py les densités
marginales. Alors X et'Y sont indépendantes si et seulement si p(x,y) = px(x)py (y) pour
tout (z,y) de R? éventuellement privé d’une partie négligeable.

Ce résultat n’est pas tres difficile a montrer. Nous avons vu précédemment que X et Y
sont indépendantes si et seulement si pour tout couple (g, h) de fonctions boréliennes bornées
de R dans R, on a E[g(X) h(Y)] = E[g(X)]E[h(Y)]. D’apres le Théoreme 5, on a prenant
f(z,y) = g(@) h(y),

Elg(X)h(Y)] = [[ | 9(@) hly) pla.y) dady.

D’un autre coté,

Elg(XIE(Y)] = [ g(@)px(@)dex [ hy)py()dy = [[  9@)h(y) px@)py (y) dada.

Le résultat s’en suit immédiatement.

Remarque(s). 11 faut savoir utiliser le théoréme précédent dans les deux sens.

Exemple. Sion reprend 'exemple de la page 6, on voit que X et Y ne sont pas indépendantes
puisque la densité du couple n’est pas égale au produit des densités marginales.
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4. Calcul de loi image.

Au chapitre précédent, nous avons considéré le probleme suivant : si X est une variable
aléatoire de loi connue et u une fonction réelle disons continue par morceaux quelle est la loi
de la variable u(X)?

Dans bien des cas, on part d'un couple aléatoire (X,Y’) et on s’intéresse a une variable
aléatoire réelle définie a partir de ce couple : par exemple la somme X + Y, le produit XY
ou encore le quotient X/Y.

Lorsque le couple possede une densité, on peut espérer que la variable construite a 1’aide
de celui-ci va également en posséder une. On peut alors essayer de la déterminer en utilisant
la démarche du chapitre précédent qui consiste a calculer, si £ désigne cette variable réelle,
E[f(£)] pour toute fonction f continue par morceaux et bornéee et d’identifier la densité p;.

Exemple. Donnons quelques exemples illustrant cette technique.

1° Considérons deux variables aléatoires X et Y indépendantes, de loi exponentielle de
parametre A pour X et g pour Y. Cherchons la loi de £ = X/Y en déterminant sa densité.
Soit f une fonction continue par morceaux et bornée de R dans R, calculons E[f(£)]. On a :

= Jf @A e dndy = [ e ([ g e de) .

Mais, posant z = x/y, on obtient, pour tout y > 0,

[ ey e de= [ fE) e as,
0 0

ce qui conduit a, via le théoréme de Fubini,

W= [ e ([T reype v az) g = [ ([ ve e vay) az,

Une intégration par parties donne, pour z > 0 fixé,

0

Ozt p)?

il s’en suit que

E[f(é)]:/oﬁof()(/\z_i_u _/f )\z—i— et ) 1..0dz.

¢ a donc pour densité la fonction z — Ap(Az + ) 21,50.

2° Soient X et Y deux v.a. indépendantes; X de densité 32°1y1j(x), ¥ de loi uniforme
sur [0, 1]. Déterminons la loi du produit { = XY

Si f est une fonction continue par morceaux et bornée sur R, on a :

~ J[ Han ey =3 [ a* ([ sy ay) .
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Pour = €]0, 1] fixé, le changement de variables z = zy donne

[ ranay=1 [ reae=1 [ e

Par suite, il vient, d’apres le théoreme de Fubini,

—3/ (/ mdz) m—3/ (/Olﬂmdx)dz,

et on obtient finalement,

2/ 1—z dz = /f( )2(1—2)1[071](2)612.

¢ a pour densité la fonction z — 2 (1 — 22) 19 1)(2).

3° Pour finir considérons deux variables aléatoires indépendantes suivant la loi de Laplace
i.e. de densité 171 /2 et déterminons la loi de € = 2X + Y. Si f est continue par morceaux
et bornée, on a, via le théoreme de Fubini,

=1 // f(2x +y)e wle=lvl drdy = i /Re—larl </R f(2z + y)e—\yl dy> dr;

le changement de variables z = y + 22 donne, pour tout =z,

/Rf(Qx—i-y)e_‘y' dy = /Rf(z)e_‘z_hl dz.

Par conséquent, appliquant encore le théoreme de Fubini, on obtient

)] = i /Re_m (/R f(z)e =2l dz> dr = 411 /Rf(z) (/R e lelelz—22l da:) dz.

Pour z > 0, on a

0
/ €—|m\e—\z—2m| dr = / Ce (z—2x) dI—i-/ (z 2x) dlE—F e—xez—2x dl’,
R —

0 z/2 +o0
= e_z/ e dr + e~ Z/ ewdx—l—ez/ e 3% dx
—00 0 z/2

= lefz 47 (ez/2 _ 1) + ;€z€32/2

3
4 2
— 56—2/2 . ge—z

De maniere analogue, on a pour z < 0,

z/2 400
/ e ltle=le=22l gy = / eTe~(3722) d;z:—i—/ e* d;t:—i—/ e Te" 2 dx,
R 0

z/2 0 +o00
= e’z/ e dx+ez/ e’”dx%—ez/ e 3% dx
—o0 z/2 0
_ 1 —z,.32/2 z(,—z/2 1 z
= §€ e +e (e —1)—|—§e
4 2
- .22 _ 2
3¢ T3¢



Par suite,
4 2

Vz € R, /Reflxle*\zfml dr = gef\z|/2 . 567‘4.
11 vient alors

E[f(§)] = é/Rf(Z) (2€*|Z‘/2 — e*lzl) dz ;

¢ a pour densité z —> % (2642\/2 _ @*\Zl).
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Licence MATH et MASS 3¢ année MATHS504 : Probabilités et Statistiques

Compléments sur les couples aléatoires

1. Couple image.

Dans ce paragraphe, on va s’intéresser a la loi d’un vecteur aléatoire (S5,7") qui s’obtient
comme image d'un vecteur (X,Y’) par une application u. On connait la loi du couple (X,Y)
et on cherche la loi de (5,7) = u(X,Y) = (u1(X,Y),u2(X,Y)). On ne considerera que des
couples (S,T) et (X,Y) possédant une densité. La méthode est alors la méme que dans le
cas unidimensionnel : on cherche la densité du couple (S,7T) en faisant un changement de
variables mais dans R?. Nous commencons par la formule de changement de variables dans
ce contexte.

1.1. Changement de variables.

Voici le cadre de 1'étude. D est un « ouvert » de R? et h est une application de D
dans R. On voudrait calculer l'intégrale [[, h(z,y)dxdy en introduisant un nouveau jeu de
coordonnées (s,t) c’est a dire en effectuant le changement de variables « (s,t) = u(x,y) » ou
u est une application de D dans R?. Comme dans le cas réel, la fonction u doit étre réguliére.

C'-difféomorphisme. La formule du changement de variables nécessite de la régularité
sur la fonction qui permet de passer d'un jeu de coordonnées a l'autre : celle-ci doit étre un
C'-difféomorphisme.

Définition. Soient D et D’ deux ouverts de R2. v : D — R? est un C'-difféormphisme de
D sur D' si u est une bijection de D sur D’ telle que u et u~! soient de classe C*.

Siu: D — R? est différentiable, sa différentielle Du est représentée par la matrice
suivante — appelée matrice jacobienne —

Oz uq(x, Oyur (z,
V(xz,y) € D, Du(z,y) = ( (@3) (@9) ) .

a:(:u2<x> y) ayU'Q (.CE, y)
Le jacobien de u est le déterminant de cette matrice, soit

Y(z,y) € D, Ju(z,y) = det (Du(x,y)) = Opui(z,y) Oyus(z,y) — Oua(x, y) Oyus(x,y).

On peut retenir le critere suivant :

Proposition 1. Soient D un ouvert de R? et u : D — R? une application injective
de classe C'. Si, pour tout (z,y) € D, Ju(z,y) # 0 alors u(D) est un ouvert de R? et
Uapplication u est un C'~difféomorphisme de D sur u(D).

Ph. Briand 1 Université de Savoie



Si u est un C*difféomorphisme de D sur D’ alors u~! est un C'-difféomorphisme de D’
sur D. On a dans ce cas, comme dans le cas réel, Du~' = (Duou™!)"" et en particulier,

_
Ju (u=1(s,t))

Un cas particulier important est celui des fonctions w linéaires :

e eR o= ()= (0 )0

si M est la matrice qui apparait ci-dessus, alors Ju(x,y) = det(M) et donc I'application u
est un C'-difféomorphisme de R? dans R? si et seulement si det(M) # 0.

V(s,t) € D', Ju'(s,t) =

Formule du changement de variables. Commencons par un énoncé précis.

Théoréme 2. Soient D' un ouvert de R?, v un C'-difféomorphisme sur D'. Considérons
une fonction h: v(D'") — R borélienne. Si h est positive ou intégrable sur v(D') alors

//(D, h(z,y) dzdy = // ) |Ju(s, t)| dsdt. (1)

La signification de ce résultat est la suivante :

— si h est positive, les deux termes de 1’égalité précédente sont soit tout deux infinis soit

tout deux finis et égaux;

— sinon h est intégrable sur v(D’) si et seulement si h o v |Jv| est intégrable sur D’ et

dans ce cas on a 'égalité (1).

La formule (1) correspond a un changement de variables du type (z,y) = v(s,t) ou
(x,y) sont les variables d’intégration de départ (dont on veut se débarasser). En pratique,
cette situation n’est pas tres fréquente; il faut tout de méme se souvenir du passage en
coordonnées polaires. On souhaite calculer [[ h(z,y)dxdy en posant z = rcos, y = rsin6.
Ceci correspond a la fonction v(r,6) = (rcos,rsin@) qui est un C'-difféomorphisme de
10, +00[x] — 7, [ sur R*\R_ (le plan privé de la demi-droite y = 0, < 0). Notez que
vl (z,y) = (r,0) avec

/ Y
= 2 2 t, 0 = 2arct _— .
T e+ y*, et arcan(x_i_\/m)
Ezemple. Montrons que I = [g exp(—z?/2) dz = +/2w. Pour cela, calculons I? :
I? :/ exp(—2?/2) dm/ exp(—y?/2) dy = // exp (—(x2 +y2)/2> dxdy,
R R R2

puis comme la demi-droite y = 0, x < 0 est négligeable,
// exp (2* +y )/2 dxdy = // exp (a:2—|—y2)/2) dxdy.

Effectuons le changement de variables (z,y) = (rcosf,rsinf) = v(r,6). On a

Orx(r,0) Opx(r,0) |
ary(r>9) aQy(r>9) B

cosf) —rsind

Y(r,0) €]0, +oo[x]| — m, 7, Ju(r,0) = sinf rcosf

=

La formule du changement de variables donne alors

2 _ 2 _ oo 2 _
I —//0 exp(—r /2)rdrd9—/9<7rd6/0 rexp(—r°/2)dr = 2.

] ,+OO[><]—7T,7F[

I est I'intégrale d’'une fonction positive, donc I est positive; il vient I = /2.
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Changement de variables (s,t) = u(z,y). En pratique, on veut calculer [[,, h(x,y) dzdy
et on effectue le changement de variables (s,t) = u(z,y) ot u est un C'—difféomorphisme
de D sur D’ := u(D). On se ramene au cadre d’application de la formule (1) en considérant
v =wu"! puisque (z,y) = u"!(s,t). On a alors

// h(ac,y)dxdy:// h(z,y dxdy—// st ‘Ju s t)’ dsdt,
D u—1(D’)

et comme D' = u(D) et Ju™' = (Juou™)"", on a finalement

// (x,y) d:vdy—// |Ju )>)>’ dsdt. (2)

Pour appliquer cette formule, on doit calculer,

h(u™'(s,t))
V(s,t) € u(D),
[Ju (u=t(s, 1))
En pratique, on détermine le rapport
h(z,y)
Y(x,y) € D, —
o Ju(e.y)

que l'on exprime en fonction des coordonnées (s,t). On a ainsi h(z,y)/|Ju(x,y)| = g(s,t) et

// xyd:vdy—// g(s,t)dsdt.

Cela permet dans certains cas d’éviter d’'inverser la fonctlon U.

1.2. Application aux couples aléatoires.

Le point de départ est un vecteur aléatoire Z = (X,Y) dont on connait la loi P, au
travers de sa densité pz(z,y) = 1p(x,y) p(x,y) ou D est un ouvert de R2. On cherche la loi
du vecteur aléatoire U = (S, T) défini par (S,T) = u(X,Y) ot u est un C*~difféomorphisme
sur D. On essaie de déterminer la densité py de (S, 7). Soit f : R?> — R une fonction
borélienne et bornée; calculons E[f(S,T")] de deux fagons différentes. Tout d’abord,

// (s,t)pu(s,t)dsdt ;

mais aussi, comme la densité de (X,Y) est 1p(z,y) p(z,y),
E[f(S. 7)) = ELf(u(X. V) = [[ f(ula.y))p(a,y) dedy.

Comme u est un C'-difféomorphisme, on fait le changement de variables (s, t) = u(z,y)
qui conduit a — cf. (2) avec h(x y) = f(u(z,y))p(x,y) -

// yJu : (St T [ (5:1)53 <2Lu 1(<S§,t2)))\d5dt‘

On obtient donc

V(s,t) €R% pu(sit) = Lup)

En pratique, on peut suivre le plan suivant :
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— on montre que u est C! et injective sur D;

— on montre que, pour (z,y) € D, Ju(x,y) # 0 en calculant le jacobien ;

— on détermine le domaine u(D) : trés souvent on doit inverser u i.e. exprimer (x,y) en
fonction de (s,t);

— on utilise la méthode ci-dessus : il reste a exprimer p(z,y)/|Ju(z,y)| en fonction de

(s,1)-
Exemple. Soient X et Y deux v.a. indépendantes, X de loi Exp(A) et Y de loi Exp(u),
A, it > 0. Déterminons la loi du couple (X/Y,Y).
Pour se ramener a la situation que 'on vient de décrire on introduit les variables S = X/Y
et T'=7Y. On cherche la loi de (S,T"). Soit f une fonction borélienne et bornée; calculons

E[f(S,T)]. On a

EUF(S, T =EIf (/YY) = [ fafy) e pe s dody,

Considérons la fonction u :]0, +oo[*— R? définie par u(z,y) = (x/y,y). u est de classe
C™ sur 'ouvert D =0, +00[? et on a

1y —a/y?

Vo) octofs  dute) = | Y

1
——#0.
)

u est injective : si (z/y,y) = (2//y,y') alors z = 2’ et y = y'. Déterminons u (]0, +oc[?).
Trivialement, u (]0, +oo[?) CJ0, +oo[?; remarquons que (s,t) = u(z,y) signifie que z = st
et y =t (c’est w'). Il vient alors u (]0,+00[?) =]0, +oo[?. La formule du changement de
variables donne

E[f(S,T)] = \u / /}0 IR ICOI

Le couple U = (S,T) a donc pour densité py(s,t) = Autexp (—t(As + p)) 1s=0leso.

Remarquons que dans cet exemple (comme dans bien d’autres), on peut éviter de faire
un changement de variables en dimension deux. En effet, on a, d’apres le théoreme de Fubini,

BT = e [ rGae e dedy = [ e ([ ) e de) .

Pour y > 0 fixé, on fait le changement de variables réelles s = z/y, pour obtenir

+o0 +oo
flx/y,y) e de = f(s,y) ye ¥ ds,
0

et par suite
E[/(S,T)] = A | /] LS9 ye e dsdy,
0,4+00[2

ce qui est le résultat que 'on avait trouvé.

2. Rudiments sur les vecteurs gaussiens.

Dans ce paragraphe, nous examinons trés brievement un cas particulier de couples aléa-
toires, celui des vecteurs gaussiens. Les vecteurs gaussiens sont souvent utilisés car, d'un
point de vue pratique, ils conduisent a des calculs relativement simples.
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Pour pouvoir utiliser certaines notations matricielles, convenons de représenter les couples
aléatoires comme des vecteurs colonnes i.e. X = (X1, X3)" ou ! désigne la transposition. De
plus, si x et y sont deux vecteurs de R? on note z.y leur produit scalaire z.y = 2ty =

T1Y1 + T2Yo.

Définition. Un couple aléatoire X = (X, X3)" suit la loi normale centrée réduite de dimen-
sion 2, N(0, I5), si X; et X5 sont deux v.a.r. normales centrées réduites indépendantes.

Si X est un tel couple alors X possede une densité qui est :

1 2+ 22 1 xtr
Vo = (z1,22) € R?, p(z) = plar,22) = s—exp | —— 2)=—exp|——].
21 2 T

Comme dans le cas de variables aléatoires réelles, la loi d'un couple X est déterminée par sa
fonction caractéristique qui est la fonction de R? dans C définie par

= RQ, QOX(/\) - ) {ei)\tX} —F {ei)\l)ﬁ ei/\2X2} )
Si X suit la loi N'(0, I3), 'indépendance de X; et X, conduit immédiatement & :
VAER?, 0 (N =y (M) @y, (M) = e M2e /2 = exp (=M1 /2) .

Définition. Un vecteur aléatoire Y est gaussien si Y = AX + u o p est un vecteur de R?
A est une matrice réelle de taille 2 x 2 et X un vecteur normal centré réduit.

Calculons la fonction caractéristique de Y. On a, pour A € R?,
Py (\) = E [exp (iN(AX + )] = e E [exp (iNAX)| = 27 E {exp (Z (AN X)] ,

et par suite,

N FAA!
Oy (\) =M, (At)\> = exp <z'/\t,u _A 5 A) :

On note T" la matrice AA". T est une matrice symétrique, semi-définie positive. On montre
facilement que I' est la matrice de variance-covariance de Y c’est a dire

Vivi]  Cov[¥y,Y3]
FZ(Covm,YQJ V[Y3) )

ou Cov[Yy,Ys] = E[(Y; — E[Y1]) (Yo — E[Y3])]. D’autre part le vecteur p est simplement le
vecteur des moyennes de Y i.e. u = (E[V3], E[Y3])".

Comme dans le cas réel, on voit que la loi d’un couple gaussien est déterminée par la
moyenne p et la matrice de variance-covariance I'. On dit que Y suit la loi N'(p, ).

Remarque(s). Si Y est un vecteur gaussien, alors les marginales sont des gaussiennes. En
effet, si t € R, on a, posant A = (¢,0)",

Py () = @y, (t) = exp (itps — T14£2/2)

ce qui montre que Y; suit la loi N'(p1,T11).



On aimerait & présent savoir si le vecteur Y possede une densité. En fait cela n’est vrai
que si la matrice I' est inversible, ce qui revient a dire que la matrice A est inversible puisque
detT' = (det A)%. Supposons donc que detT' > 0. Soit f une fonction borélienne et bornée
de R? dans R. On a

t

E[f(V)] = E[f(AX + p)] f// (Az + 1) exp( x;) dz1ds.

Effectuons le changement de variables y = Ax + p = u(x) soit x = A~ (y — u) = v(y), pour
obtenir comme Ju(y) = det (A7),

= 217r //R2 F(y) exp (_(A_l(y - M));(A_l(y - M))) ‘det (A_l)‘ dyydys.

On a (A" = (At) et (A1) A (AAD™" = T!; on en déduit tout d’abord que
(A (y — ) (A (y — ) = (y — w)'T "} (y — ), puis notant que |det (A™)| = (det )"/,

E[f(Y)] = WldeT I, fwyesp (v ﬂ)trz— (y - u))

dy,dys.

Y admet donc pour densité la fonction py définie par

1 (y — )Ty — u))
Vy € R2, -~ _exp|- .
y py(y) oIl xp( 5




