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Master 1 année, Cours G12 : Probabilités de base

Chapitre I.  Espaces probabilisés, variables aléatoires

En 1933, N. Kolmogorov, s’appuyant sur la théorie de la mesure, a donné un cadre mathé-
matique précis pour le calcul des probabilités permettant ainsi a d’autres mathématiciens, au
premier rang desquels Paul Lévy, de développer 'analyse stochastique.

Ce chapitre d’introduction a pour but d’introduire les objets mathématiques de base utilisés
pour le calcul des probabilités.

1. Vocabulaire probabiliste.

L’axiomatique de Kolmogorov repose sur la théorie de la mesure ; néanmoins, les origines du
calcul des probabilités venant en partie de la Statistique, son vocabulaire est différent.

1.1. Espace probabilisé.

Il n’est pas toujours possible de prédire avec certitude le résultat d’une expérience, lancer
d’un dé, d’une piéce de monnaie, sexe d’un enfant & naitre. Voici le formalisme mathématique
) M
permettant de décrire une telle expérience aléatoire.

L’espace fondamental est un triplet généralement noté (2, F,P). © est un ensemble non vide
décrivant toutes les réalisations ou épreuves possibles. Par exemple, pour le lancer d’'un dé on
peut prendre l'ensemble Q = {1,2,3,4,5,6}. Un point w € {2 est une réalisation particuliere de
cette expérience. Lors d’une réalisation de I'expérience, un « événement » peut se réaliser ou
pas ; par exemple le résultat est pair ou impair. L’événement « le résultat est pair » se traduit au
plan ensembliste par un sous ensemble A de Q ici {2,4,6} et A se réalise si w € A. On aimerait
associer & A un nombre P(A) qui rende compte des « chances » de réalisation de A. Pour cela,
on doit en général se limiter a un sous-ensemble F de parties de €2 : la tribu des événements et
considérer une mesure de probabilité P sur (€, F).

Commencons par quelques précisions.
Définition. Une tribu, F, sur €2 — on parle également de o—algebre — est une classe de parties
de Qie. F C P(Q) vérifiant :
(i) Qe F;
(ii) si A € F alors A® € F;
(iii) si A, € F, pour tout n € N, alors UnA,, € F.

Dans ce cas, (2, F) s’appelle un espace mesurable ou probabilisable et on parle d’événements
pour désigner les éléments de F. De plus, ) € F et F est stable par union finie, par intersection
finie et dénombrable, par différence . ..

Ezemple. F1 = {0,Q} est une tribu sur  appelée tribu grossiére ; Fo = P (), la collection des
parties de €2, est une tribu : la tribu discréte ; enfin, si A C Q, F3 = {0,Q, A, A°} est aussi une
tribu.
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Une intersection quelconque de tribus est encore une tribu. Si donc C C P(£2), 'intersection
de toutes les tribus contenant C est une tribu qui par construction est la plus petite tribu pour
I'inclusion contenant C; on I'appelle tribu engendrée par C et on la note o(C).

Lorsque 2 est un espace topologique, la tribu engendrée par la classe des ouverts s’appelle
la tribu borélienne de €2; on la note B(€2).

Ezemple. La tribu B(R) est engendrée par les intervalles ouverts ou bien par les intervalles du
type ]s, ] ou encore par ceux du type | — 0o, t]. La tribu B(R?) est, quant & elle, engendrée par
les pavés du type ]2 ,]s", t].

Si, pour i = 1,...,n, (£;,F;) est un espace mesurable, la tribu produit F; ® ... ® F,, sur le
produit cartésien 21 x ... x , est la tribu engendrée par les pavés mesurables c’est a dire les
ensembles de la forme Ay x ... x A, A; € F;. Par exemple, B(R?) = ®1<i<aB(R).

Venons-en a présent a la mesure de probabilité P.

Définition. Une mesure de probabilité, ou plus simplement probabilité, sur un espace mesurable
(Q, F) est une application P de F dans [0, 1] vérifiant

(i) P(0) = 0;
(ii) o—additivité : si (A,)n C F et A, N Ay, =0 pour n # m, P(UNA,) = > N P(4n).
(iii) P(Q) = 1.

Le triplet (Q, F,P) ou (€2, F) est un espace mesurable et P une probabilité sur cet espace
s’appelle un espace probabilisé.

Ezemple. Le premier exemple qui vient & l'esprit est celui de la mesure de Lebesgue sur [0, 1].
Comme vous 'avez vu, construire une probabilité sur [0, 1] muni de la tribu borélienne vérifiant
P(]s,t]) =t — s est loin d’étre aisé. Cette mesure de probabilité a un role trés important.

Sur (N, P(N)), la donnée d’une mesure de probabilité est simplement celle d’une suite de réels
positifs p, tels que 3°,op, = 1. On a alors P(A) = 37, g pnla(n) c’est a dire P =3, <o pn on
ol 6, désigne la masse de Dirac en n.

Une probabilité est additive, c’est a dire : si A et B sont deux éléments disjoints de F i.e.
AN B =1, alors P(AU B) = P(A) + P(B). En particulier, P est croissante sur F i.e. si A C B,
P(A) <P(B) et P(A°) =1 —-P(A).

Voici quelques propriétés supplémentaires.

Proposition 1. Soit (Q, F,P) un espace probabilisé. Pour (A,)n C F, on a
1. P(Undn) < 3o P(An) ;
2. si Ay C Apy1 pour tout n € N, P(UNnA,) = limy, 1o P(Ay) = SUp,,>0 P(A,) ;
3. st Apt1 C Ay, pour tout n € N, P(NNA,) = limy—y 1o P(A,,) = inf,>0 P(A,).

Démonstration. Les deux premiers points résultent de la construction suivante : on pose By =
A et B, = Ap\ Uij<n—1 A;. Alors les B, sont deux a deux disjoints et Uj<,B; = Uj<n4;,
pour tout n € N, de méme que U,>0B,, = Up>0A,. Le dernier point s’obtient par passage au
complémentaire. ]



Rappelons que si (A4,,)N est une suite de parties de F, ses limites supérieures et inférieures
sont les événements définis par

limsup A4,, = m U Ap, liminf A,, = U m Ap;

n>0 k>n n>0k>n

cf. limsup x,, = inf,, >0 SUPj>p, Tk €t lim inf z,, = SUp,,>0 infy>, x pour une suite (x,)n de R.

w € limsup A, signifie que w appartient a une infinité de A, et w € liminf A,, signifie que
w appartient & tous les A, sauf un nombre fini. On a d’autre part, (limsup A4,)° = lim inf AS et
(lim inf A,,)° = lim sup AS.

Voici un résultat tres utile en pratique connu sous le nom de lemme de Borel-Cantelli.

Lemme 2 (Borel-Cantelli). Soit (A,)n C F. 8i32,50P(Ay) < 400, alors P(limsup A,) = 0.

Démonstration. Pour tout n € N, limsup A, C Ug>pAg. Comme P(Up>n Ag) < D g, P(Ag), on
a
Vn € N, P(limsup 4,) < Z P(Ay),
k>n

qui est le reste d’une série convergente. O

D’autre part, la Proposition 1 implique que
P(liminf A,) < liminf P(A,) < limsupP(4,,) < P(limsup A,).

Ezercice. Démontrer les inégalités précédentes.

Remarque. Lorsqu’une propriété est vraie pour tout w € N¢ avec P(N) = 0 ou pour tout w € )y
avec P(£21) = 1 on dit que la propriété est vraie P—presque stirement ou avec probabilité un.

1.2. Variable aléatoire.

Imaginons une personne jouant une partie de dés en dix coups : il gagne deux euros s’il
obtient un 5 ou un 6, un euro pour un quatre, rien pour un 3, perd un euro pour un 2 et trois
euros s'il obtient 1. Si on cherche & modéliser cette expérience, on peut prendre Q = {1,...,6}19,
F =P(Q) et si le dé est équilibré P({w}) = 6719 pour tout w € Q. Du point de vue du joueur,
le plus important n’est pas le résultat de I’expérience en lui-méme (la succession des valeurs du
dé) mais il s’intéresse réellement au gain que va lui donner cette expérience. Bien siir, son gain
G dépend du résultat de I'expérience : il s’agit donc d’une application définie sur €2 qui, ici, est
a valeurs dans {—30,...,20}. On parle de variable aléatoire.

Commencons par quelques précisions. Soit X une application de Q2 dans E. Si B C F, 'image
réciproque de B par X, X 1(B) = {w € Q: X(w) € B}, sera noté {X € B} et, si C C P(E), on
rappelle que X ~1(C) désigne {{X € B} : B € C}.

Définition. Soient (2, F) et (E,&) deux espaces mesurables. On appelle variable aléatoire —
v.a. dans la suite — définie sur (Q,F) a valeurs dans (E, ) toute application X : Q@ — FE
(F,E)-mesurable c’est & dire vérifiant X ~1(£) C F soit

VBe&, X '(B)={XeB}cF

Ezemple. Une v.a. X est étagée si elle ne prend qu'un nombre fini de valeurs z1,...,x,. On
a dans ce cas, X = D> <<, %ila, avec A; = {X = x;} € F. Une v.a. étagée est donc une
combinaison linéaire d’indicatrices; il n’y pas unicité de la représentation.



Remarque. Dans la plupart des cas, 'espace (2, F) est sous-entendu et lorsqu’il n’y a pas d’am-
biguité sur les tribus on dit simplement que X est une v.a. a valeurs dans F voire méme que X
est une v.a.

D’autre part, si E est un espace topologique, en ’absence d’indication contraire, la tribu
considérée sur F sera la tribu borélienne.

On parle de v.a. positive si £ = R, de v.a. numérique si £ = R, de v.a. réelle ou v.a.r. si
E =R, de vecteur aléatoire ou v.a. vectorielle si E = R% et enfin de v.a. entiére si E = N.

Proposition 3. Si € = ¢(C), X est une v.a. si et seulement si X 1(C) C F.

Démonstration. Supposons X ~1(C) C F. Puisque {X € UnB,} = UN{X € B,} et {X € B}¢ =
{X € B}, {B € £:{X € B} € F} est une tribu sur E qui contient C. Elle contient donc
o(C)=¢E. O

Ezemple. Si{X <t} € F pour tout réel t alors X est une v.a. réelle puisque la tribu borélienne
de R est engendrée par les intervalles | — oo, t].

Comme la tribu borélienne de R? est engendrée par les pavés [li<i<a] — o0, t'], t € R, une
application X & valeurs dans R est un vecteur aléatoire si et ses seulement si chacune de ses
composantes sont des v.a. réelles.

Rappelons que si X est une v.a. dans E et u : E — E’ une application mesurable, alors
u(X) est une v.a. dans E’. En particulier, la somme, le produit, le quotient (lorsqu’il est défini)
de v.a. réelles est encore une v.a. Si X est une v.a.r. sa partie positive X = max(X,0), sa partie
négative X~ = max(—X,0), si X est une v.a. complexe, sa partie réelle, sa partie imaginaire,
son module sont également des v.a. D’autre part si X,, est une suite de v.a. numériques, inf X,,,
sup X, liminf X,,, lim sup X,, sont aussi des v.a.

Ezxercice. Soient (X, )N une suite de v.a. complexes et (¢,)N une suite de réels positifs tendant
vers 0. Montrer que, si 3, ~oP(|Xs| > en) < +o00, la suite (X,,)N converge presque stirement
vers 0.

1.3. Espérance.

Comme nous venons de le voir, une v.a. — disons positive pour I'instant — n’est rien d’autre
qu’une application mesurable a valeurs dans R ; on peut alors définir son intégrale. En langage
probabiliste, on parle d’espérance. Rappelons qu’'une v.a. numérique ou complexe est intégrable
si

Aﬁw@m@@<+m

Définition. Soit X une v.a. positive ou intégrable. On appelle espérance de X, que I'on note
E[X], I'intégrale de X par rapport a P soit

MMzLM@MMzAXW

Remarque. Il faut bien noter que comme une mesure de probabilité est de masse finie, les
constantes sont des v.a. intégrables.

Avant de poursuivre, rappelons le mécanisme de l'intégration ; je vous renvoie & [Rud87] ou
au cours d’intégration de F. MALRIEU [Mal] disponible en ligne a 'adresse
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Si X est une v.a. étagée positive i.e. X =37, z;la,, z; € Ry, A; € F, on pose

EX] =) aiP(A) => ziP(X =) ;
=1 =1

le résultat est indépendant de la représentation considérée.

Si X est une v.a. positive, 'espérance de X est ’élément de R défini par
E[X] = sup{E[Y] : Y v.a. étagée positive, ¥ < X }.
En fait, toute v.a. positive est limite simple croissante d’une suite de v.a. étagées positives. En
effet, si z > 0,
n2m

Bp(z) = min (27" [2"z],n) = Z(z —1)2™" Liac,oi +nly>y (1)

) 2n 2
=1

converge en croissant vers x. Les v.a. X, = ,(X) sont étagées, positives et convergent simple-
ment en croissant vers X. On montre alors que E[X| = lim,,_, 4 o E[X},].

Enfin si X est une v.a. numérique telle que E[|X|] < +o0,
E[X] =E[XT] - E[X], rT =2V0=max(r,0), 2z =max(—z,0).

Finalement pour X v.a. complexe telle que E[|X|] < 400, E[X] = E[Re(X)] + i E[Im(X)].

Tous les résultats de convergence se traduisent en terme d’espérance. En guise d’illustration,
rappelons les trois principaux. Soit (X, )n>0 une suite de v.a. numériques.

Convergence monotone. Si, pour tout n > 0, 0 < X, < Xy41,
E {SUPnzo Xn} = sup,,> E[Xy].
Lemme de Fatou. Si, pour tout n € N, X,, > 0,
E [liminf X,,] < liminf E[X,].

Convergence dominée. On suppose que, X,, converge vers X presque slirement. S’il existe
une v.a. Y telle que, pour tout n € N, |X,,| <Y p.s. et E[Y] < 400, alors

lim E[|X,—X[]=0, etdonc lim E[X,]=E[X].

n—-+0o0o n—-+00
Ezercice. Traduire les résultats sur les intégrales a parameétres en termes de v.a. et d’espérance.

Soit X une v.a réelle. Montrer que @ (t) = E [eitX } est continue sur R.

2. Loi d'une variable aléatoire.

2.1. Généralités.

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et X une v.a. & valeurs dans (E,&). On pose, pour
tout B € &,
Px(B) =P({X € B}) =P(X € B).
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Proposition 4. Px est une probabilité sur (E,E) : c’est la probabilité image de P par X.

Démonstration. On a Px(0) =P(X € 0) =P(0) =0, Px(E) =P(X € E) = P(Q2) = 1. De plus,
si (Bp)N est une suite de parties deux a deux disjointes de &, les événements {X € B} sont
deux a deux disjoints et par suite

Px(UNBn) =P(X € UNB,) =P(Un{X € B,}) =Y P(X € By) = Y _ Px(By).

n>0 n>0
O

Définition. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans (F, £). On appelle loi (ou distribution)
de X, notée Py, la probabilité sur (F,E) définie par

VB e&, Px(B) =P(X € B).

Remarque. Nous étudierons principalement des variables aléatoires & valeurs dans R? et donc
la loi d’une telle v.a. est une mesure de probabilité sur (Rd, B (Rd».

Proposition 5. Soient X une v.a. dans E et f : E — R une application mesurable. Alors,
E[/(X)] = [ f(x)Px(da).

Si f: E — R ou C est mesurable, la v.a. f(X) est intégrable si et seulement si f est Px—
intégrable sur E et dans ce cas la formule précédente est valable.

Démonstration. Si f est une fonction étagée positive, f(x) = > 1<;<, ¥i 1B,(v), Bi ={z € E :
f(x) =i}, alors f(X) = 3>"1<;<n¥i Lixen;) et

E[f(X)] = iyiP(X € B;) = zn:yiPX(Bi) = /E f(x)Px(dz).
=1 =1

Si f est mesurable positive, alors f est limite simple d’une suite croissante de fonctions étagées
positives (fn)N — fn = Bn(f) par exemple cf. (1). D’apres 1’étape précédente, pour tout n € N,
E[fn(X)] = [g fu(z) Px(dx) et par convergence monotone,

EL/(X)] = lim E[f,(X)] = lm_[ fu(@)Px(de) = [ f(a)Px(da).

n——+o0o n—-+0o
Pour la fin de la preuve, on utilise f = f* — f~ puis f = Re(f) + iIm(f). O

Dire que X a pour loi p signifie donc que P(X € B) = u(B) pour tout B de £ et dans ce
cas, si f: E — R ou C est mesurable, positive ou p—intégrable,

E[/(X)] = [ (@) u(da).

De plus, si la relation précédente est valable pour tout fonction f mesurable positive et bornée
~ f € My — alors Py = p; il suffit de prendre f(z) = 1p(z), B € £.
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2.2. Exemples.

Avant de donner quelques exemples, si f est une fonction mesurable positive ou intégrable
par rapport a u, U'intégrale de f par rapport a u sera notée indifféremment

[ran [ f@dua) [ fa) o).

1. Variable discréte. Une mesure de probabilité u est discrete s’il existe une partie au plus
dénombrable D telle que p(D€) = 0 soit (D) = 1. Une v.a. X est discrete si sa loi I'est c’est a dire
si P(X € D) = 1. On dit — un peu abusivement — que X est a valeurs dans D. p est entiérement
caractérisée par les valeurs P(X = d), d € D puisque p(dz) = > 4cp P(X = d) dq(dz), ot éq
désigne la masse de Dirac au point d; dans ce cas,

E[/(X)] = [ f(@)u(da) = 3 S(d)PIX = d).

deD

Ezemple. Loi de Poisson de paramétre o > 0. Pour tout k& € N, posons pr = e *a*/k!. La
probabilité sur (R, B(R)), p = > >0 Pk Ok est appelée loi de Poisson. On dit que X suit la loi
de Poisson, P(«a), a > 0, si P(X = k) = py, pour tout k € N.

Voici d’autres exemples de lois discrétes que nous rencontrerons. Si p € [0, 1], on note ¢ =
1—p.

Loi de Bernoulli, B(p), 0 <p <1: X ne prend que deux valeurs 0 et 1 et P(X = 1) = p,

P(X =0)=qie p=pdo+(1—-p)do;

Loi binomiale, B(n,p), n>1,0<p<1: pour k=0,...,n, P(X = k) = CEpFg"F,;

Loi géométrique, G(p), 0 <p < 1: pour k € N*, P(X = k) = pg"~!;

Loi binomiale négative, B_(n,p), n >1,0<p<1: pour k >n,P(X =k) = CZ:% P

Loi de Poisson, P(a), a > 0 : pour k € N, P(X = k) = e~ ®a¥/k!.

2. Variable a densité. Soient v une mesure sur (F,E) et p une fonction mesurable posi-
tive; on dit que p est une densité de probabilité par rapport & v si [pp(x)v(de) = 1. Si p est
une probabilité sur (F, ), on dit que p a pour densité p par rapport a v si

VBe&  u(B)= /B () v(de).

Si p possede une densité par rapport a v celle ci est unique a un ensemble de v—mesure nulle
pres.
On dit que X a pour densité p par rapport a v s’il en est ainsi de Px c’est a dire si

VBeE, P(XeB)= /B p(x) v(da).

On a, alors,

E[/(X)] = [ f(@)p(a) v(do).
Si E = R% et qu'aucune mesure de référence v n’est donnée, il s’agit de la mesure de Lebesgue
Ad-

Si X a pour densité 1g(z)p(x), on vérifie sans peine que P(X € S) = 1 et par abus on
considere que X est a valeurs dans S.



FExemple. Nous rencontrerons bon nombre de probabilités possédant une densité par rapport a
la mesure de Lebesgue. Citons la loi normale centrée réduite qui est la probabilité p sur R? de
densité par rapport a \g

_d _ |z

p(x) = (2m) " ze” 27,

|z| désignant la norme euclidienne de z.

Voici d’autres exemples. Toutes les lois sont considérées sur R muni de la tribu borélienne.

Loi uniforme U(a,b) :  p(x) = (b—a) M1y 4(x);

Loi de Cauchy, C(a), a>0: p(x) = a/(n(a® + 2?));

Loi de Laplace ou double exponentielle :  p(z) = ae®*1/2, o > 0;

Loi exponentielle, Exp(a), a >0: p(z) = aexp(—azx) Ir, (z);

Loi gaussienne ou normale N'(m,0?) :  p(z) = (2m0?) Y2 exp (—(z — m)?/(20?)).
Loi normale centrée réduite dans R? :  p(z) = (2m)¥2 exp (—|z|?/2).

Comme nous le verrons plus loin, certaines v.a. ne sont pas discrétes et ne possedent pas
pour autant de densité.

2.3. Loi image.

Nous abordons ici un point que nous reprendrons ultérieurement celui du calcul de loi. Nous
commencons par un point tres simple.

1. Lois marginales. Soit X = (X7, X2) une v.a. a valeurs dans (E = E1 x Fy, £ = £1RE&3).
La loi de X est une probabilité sur (£, ). On appelle loi marginale de X — on devrait dire de
Px — les lois de X7 et Xo. La loi du couple (X7, X2) permet de déterminer les lois marginales
puisque, par exemple pour Xq, si By € &1,

]P)Xl (Bl) = P(Xl S Bl) = P(Xl S Bl, Xy € EQ) = ]Px(Bl X Eg).

En particulier, si X & valeurs dans R“ 1% a pour densité p(x1,x2), X1 et Xo ont pour densités
respectives

p1(21) :/ p(x1, x2) dza, P2(3€2):/ p(x1, x2) dy.
Rd2 R4

En effet, soit f : R% — R, borélienne bornée. On a, f(X;) = g(X) avec g(z1,22) = f(x1) et
B (X)) =Elg(X)) = [ glava)plav,a) dades = [ fa)( [ plara) da)don.
Rd1+d2 Rdl Rd2

La généralisation & X = (X1,...,X,) est immédiate.

Exercice. Soit X une v.a. normale centrée réduite dans R%. Quelles sont les lois marginales de
X7

10



2. Calcul de lois. Le probleme est le suivant. La donnée est une v.a. X a valeurs dans F
dont la loi est connue, disons p. On cherche a déterminer la loi de la v.a. Y = u(X) ol u est
une fonction mesurable de F dans E'.

Pour déterminer la loi de Y, on peut calculer, pour f € M, E[f(Y)] = E[f(u(X))] en
partant de

ELf(Y)] = B[ (u(X))] = [ f(u(a)) u(da)

et avec pour objectif la formule

= [t vy
.

oll v est une probabilité sur E’. Dans ce cas, Py = v.

Ezemple. Soit X une v.a. de loi de Cauchy, C(1), c’est a dire de densité 71 (1 + x2)_1 sur R.
Cherchons la loi de Y = X . Soit f € M, .

1 1 1 1
Ef(Y)]=E /f 7r1+x2 _/000 O)WHCBQdI+/E{+f(x)7T1+$2d$’

et donc

BV = 3 50)+ [ F@)

a1 g2 w0 dT

Par conséquent, on a, pour f € /\/ll'f,

= [ fvtdy.  avee v(dy) = 300(ds) + L0 dy

1

D’ou Py = v. Ici on a considéré que Y était une v.a. réelle. De plus Y n’est pas discrete et ne
posséde pas de densité par rapport & le mesure de Lebesgue.

Cette approche est particulierement efficace dans le cas suivant : X est a valeurs dans
R? et posséde une densité de la forme 1y (z)p(x) o U est un ouvert et enfin u est un C'-
difféomorphisme sur U. On peut alors calculer E[f(u(X)] a 'aide de la formule du changement
de variable; cf. [Mal] pour les détails. Donnons un exemple dans R pour ne pas compliquer les
calculs.

Ezemple. Soit X une v.a.r. de densité 1jq((x) (X uniforme sur 0, 1[). Cherchons la loi de la
va. Y =—InX. Pour f € M;)L, le changement de variable y = —Inx donne,

E[f(-mX)]= [ f(-na)de= [ fly)e¥dy= /R Fy) e V150 dy.

10,1] R,

Y a pour densité y — e Y1,>0; c’est une v.a. de loi exponentielle de parametre 1.

Lorsque Y est discrete, schématiquement Y prend un nombre au plus dénombrable de valeurs
(yn)N, il suffit de calculer P(Y = y;) pour déterminer sa loi.

FEzercice. Soit X une v.a. exponentielle de parametre o > 0. Calculer laloi de lav.a. Y = 14[X].
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2.4. Egalité en loi.

Soient X et Y deux v.a. a valeurs dans E. On dit que X et Y sont égales en loi (ou en
distribution) ou encore que X et Y sont identiquement distribuées si Px = Py soit

VBe€&, P(XeB)=P(YeB), onnoteX 2Y.

Deux variables aléatoires définies sur le méme espace peuvent avoir la méme loi et « étre tres
différentes ». Par exemple, sur [0, 1] muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue, si
X(w)=wet Y(w) =2min(w,1 —w), alors X et Y sont de loi uniforme sur [0, 1]. En effet, c’est
évident pour X et pour Y, si f € M,

1 1 1 1
E[f(Y)]:/O f(2min(w,1—w))dw:/0 f(2w)dw+A f(2(1—w))dw:/0 () dw.

Notons que deux variables X et Y peuvent avoir la méme loi sans étre définies sur le méme
espace probabilisé. Voici un exemple trés simple. On considére tout d’abord le triplet 2 = {0, 1},
F = P(Q), P = (6 + 61) et on considere la v.a. X(w) = w. On a alors Px = (8 + d1).
Maintenant, on prend Q' =0, 1[, 7' = B(]0, 1[), P’ la mesure de Lebesgue sur Q' et Y (w) = [2w].
OnaP/(Y =0)=P(0,1/2]) =1/2, P'(Y =1) =P'([1/2,1]) = 1/2. D’ou, P}, = Px.

3. ldentification de deux probabilités.

Dans bien des applications, il est important d’identifier la loi d’une v.a. D’un point de vue
général, le probleme est le suivant : étant données deux probabilités p et v sur (E,E) a quelles
conditions sont-elles égales? Du point de vue des v.a., on cherche des conditions si possibles
simples permettant de répondre aux questions :

(a) X suit-elle la loi p?
(b) X et Y ont-elles méme loi?

3.1. Egalité de deux probabilités.

Nous allons dans ce paragraphe, démontrer un résultat général sur I’égalité de deux mesures
de probabilité. Il repose sur un argument dit de classe monotone. Soit (F, £) un espace mesurable.
Définition. Soit D C P(FE). On dit que D est un A-systeéme si :

(i) E € D;

(ii) si (A, B) € D? et A C B alors B\A € D;

(ii) si (Ap)N C D est croissante alors UnA, € D.

Un 7w-systeme est simplement une classe de parties non vide stable par intersection finie. Un

m-systéme contenant E est dit complet.

Théoréme 6 (Dynkin). Soit C un w-systéme. Tout A-systéme contenant C contient o(C).

Démonstration. Comme dans le cas des tribus, on montre qu’'une intersection de A-systémes
est encore un A-systeme : ceci permet de définir le plus petit A-systeme contenant C que nous
noterons D. Il suffit donc de montrer que D contient o(C).

12



Pour cela, nous allons montrer que D est une tribu. Un A-systéeme stable par intersection
finie est une tribu (preuve laissée en exercice). Il suffit de montrer que D est un w-systéme.
Considérons

D,={BeD, VAe(C, BNAecDj}.

Comme D contient C qui est stable par intersection finie, on a C C D;. Montrons que D; est un
A-systeme. E € D;. Soient B et C dans D1, BC C. Ona AN(C\B) = (ANC)\(ANB). Or, si
AeC,ANnB et ANC sont éléments de D et ANB C ANC'; D étant un A-systeme, AN (C\B)
appartient & D. Donc C\B € D;.

Soient (B, )N C D une suite croissante et A € C. Ona ANUNDB,, = UNANDB,,. (ANB,,)N est
une suite croissante du A-systéme D. On en déduit que UnA N B, € D et donc que UnB,, € Ds.

Di est un A-systéme qui contient C. D’ou D C Dy puis Dy = D. Ceci signifie que

VBeD,VAe(C, BNAeD.

Considérons a présent
Dy={AeD, VBeD, BNAecD}.

On montre de la méme facon que Do est un A-systéme contenu dans D. D’autre part, d’apres
I’étape précédente, C C Dy et par suite D C Dy et D = Dsy. On a donc

VAe D,VBeD, ANBeD,

ce qui termine la preuve de cette proposition. ]

Une des applications de ce résultat est le théoreme d’égalité de deux probabilités.

Théoréme 7. Soient C un w-systéme, p et v deuz probabilités sur o(C) telles que u(A) = v(A)
pour tout A € C. Alors pu et v sont égales sur o(C).

Démonstration. Considérons
D={Aco(C), u(4)=uv(A)}.
E € D par hypothese. Si A C B sont deux éléments de D, on a, les mesures p et v étant finies,
u(B\A) = u(B) - u(A) = v(B) — v(4) = v(B\A),
ce qui montre que B\A € D. Si (A,)N C D est une suite croissante, on a

n(UNAy) = nglfooﬂ(An) = nEIJIrloo v(An) = v(UNAn) ;
D est donc stable par union dénombrable croissante et par suite un A-systéme. Or par hypotheése,
C C D et le Théoreme 6 implique que o(C) C D ce qui donne le résultat. O

Remarque. Lorsque E est un espace topologique, on utilise souvent le m-systéme des fermés ou
celui des ouverts qui engendre la tribu borélienne. Dans RY, le m-systéme des compacts engendre
la tribu borélienne.

Pour les variables aléatoires, ce théoréme s’applique de la maniére suivante : soient (F,&)
un espace mesurable, on suppose que £ = o(C) ou C est un 7m-systéme et p une probabilité sur
(E,€), X et Y deux v.a. a valeurs dans E. Alors,
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1. X a pour loi u si et seulement si P(X € B) = u(B) pour tout B € C;

2. X @y i et seulement si P(X € B) =P(Y € B) pour tout B € C.

Un des exemples les plus utilisés est celui de B(R) qui est engendrée par les intervalles du
type ] — oo, t], t € R. Il conduit a la définition suivante.

Définition. Soit p une probabilité sur (R, B(R)). On appelle fonction de répartition de p la
fonction réelle définie par
vVt € R, F,(t) = p(] — o0, t]).

Si X est une v.a. réelle, la fonction de répartition de X, Fx, est celle de sa loi Px soit
Vit € R, Fx(t)sz(]—oo,t]):P(XSt).

On montre sans peine que F), est une fonction croissante, continue a droite a valeurs dans
0,1] vérifiant limy—,_oc Fj,(t) = 0 et limy400 Fiu(t) = 1. On a pu(ls,t]) = Fu(t) — Fu(s) et
n({t}) = Fu(t) — Fu(t™).

De plus, 'ensemble des intervalles du type | — oo, t] est un m-systéme qui engendre la tribu
borélienne, ce qui conduit au résultat suivant :

Proposition 8. Deux probabilités (resp. v.a.) sur (R, B(R)) sont égales (resp. égales en loi) si
et seulement si elles ont méme fonction de répartition.

Une v.a.r. X est de loi pu si et seulement si Fx = F),.

Pour simplifier quelque peu la situation, ’étude d’une probabilité sur R se ramene a 1’étude
d’une fonction réelle.

En fait toute fonction F' de R dans [0, 1], croissante, continue a droite et telle que F'(+o00) = 1,
F(—00) = 0 est la fonction de répartition d’une unique mesure de probabilité p sur (R, B(R))
soit F'(t) = p(] — oo,t]). En d’autres termes, il existe une v.a. réelle X telle que Fx = F.
L’exercice suivant démontre ce résultat a ’aide de la mesure de Lebesgue. Pour le résultat
général qui comprend la construction de la mesure de Lebesgue, je vous renvoie a ’annexe.

Ezercice. On se place sur ]0,1[ muni de la tribu borélienne et de la mesure de Lebesgue. On
note, pour w €]0,1[, X(w) = inf{t € R : F(t) > w}. Montrer que X est croissante, continue a
gauche et que sa fonction de répartition est F'.

Pour déterminer la loi d’une v.a. réelle, il suffit donc de déterminer sa fonction de répartition.

3.2. Approche fonctionnelle.

Au paragraphe précédent, I’égalité de p et v s’obtenait en montrant que u(B) = v(B) pour
une certaine classe de parties de £. Ici, nous cherchons a obtenir 1’égalité de deux mesures en
calculant des intégrales.

1. Rappels. Soit E un espace métrique muni de sa tribu borélienne. On note Cy(E) I'en-
semble des fonctions réelles continues et bornées sur E, Cyo(E) celui des fonctions continues
tendant vers 0 a linfini — pour tout € > 0, il existe un compact K tel que |f(z)| < e si
x € K¢ — et C.(F) celui des fonctions continues a support compact. On note pour f € Cy(E),

[flloc = supsep | f(2)].
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Proposition 9. Soient u et v deux probabilités sur E. u = v si et seulement si, pour toute
f € Cy(E), Lipschitzienne et positive,

[ s@ntds) = [ f@)vida).

Démonstration. Si A C E, la fonction  — d(z, A) = inf{|x — u|, u € A} est 1-Lipschitzienne.
Soit F un fermé de E. Considérons la fonction f(z) = (14 d(z, F))™". Alors, 0 < f(z) < 1
et f(z) = 1 si et seulement si x € F puisque F' est fermé. Par conséquent, ", qui est n—
Lipschitzienne et positive, décroit simplement vers 1. Par convergence dominée,

= lim /f" = lim /f” =v(F).

n—-+00 n—-+4o00o

Or le m—systéme des fermés engendre la tribu borélienne. Donc, d’apres le Théoréme 7, u = v.
L’implication inverse est immédiate. ]

Placons nous & présent dans R%.

Proposition 10. Soit H C Cy(R%) tel que C.(R?) C H (I'adhérence pour || - ||oo). = v si et
seulement si
VfeH, / f(a:)u(dx):/ f(z)v(dx
R R

Démonstration. Montrons tout d’abord que si

o) ulde) = [ (@) v(de) @

pour toute f € C, et positive alors ;1 = v. Nous donnons ici une démonstration valable dans un
contexte plus général. Soit K un compact de R% et G un ouvert tel que K C G et G est compact.
Posons f(z) = d(z,G)/ (d(z, K) + d(x,G¢)). f est continue sur RY et de plus 0 < f(z) < 1.
f est a support compact puisque f(x) = 0 si et seulement si x € G et de plus f(x) = 1 si et
seulement si x € K. Par suite, f™ décroit vers 1x et donc, par convergence dominée

p(K)= lim f(z) p(dz) = lim [ (z)v(dx) = v(K).

n—+oo JRd n—+o0 JRd

Le résultat se déduit directement en considérant le w-systéme des compacts qui engendre la tribu
borélienne de R

Supposons & présent 1’égalité (2) valable seulement pour h € H. Soit f € C.. Par hypothese,
si e >0, il existe h € H telle que ||f — h|o < e. Il vient alors

o) ulde) = [ @) (o) < [ 17@) = hie)| ) < =

’Rd

et par suite, 'inégalité précédente étant aussi valable pour v,

‘ Rd w(dx) / f(z dx <2+ ‘ x) p(dr) — /Rd h(z) V(d.fb)’ =2¢;

ce qui donne le résultat.

La réciproque est immédiate. O
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Remarque. La proposition précédente est valable si E est un espace localement compact a base
dénombrable.

Rappelons que toute fonction continue a support compact est limite uniforme d’une suite de
fonctions C*° a support compact ; prenant H = CZ°, on obtient le

Corollaire 11. Soient u et v deux probabilités sur R®.
p=v = vrec®, [ f@adn) = [ @)
R4 R4

2. Fonctions caractéristiques. Passons a un résultat utilisant la transformation de Fou-
rier.

Définition. Soit p une probabilité (ou une mesure finie) sur RY. On appelle transformée de
Fourier de p la fonction complexe définie par

EERY it = [ u(do)
Rd

out-x = (t,x) désigne le produit scalaire de ¢ et x.

Si X est une variable aléatoire dans R¢, on appelle fonction caractéristique de X, notée ¢ X
la transformée de Fourier de Px soit

px(t) =Px(t) = E |"X].

L’inégalité élémentaire supj;,_g <, [e"* — €***| < min(2,n|z|) permet d’utiliser le théoreme
de convergence dominée pour montrer que fi est une fonction uniformément continue sur R%;
elle est aussi bornée par p(R?).

Nous allons voir que la fonction caractéristique, comme son nom l’'indique, caractérise la loi
d’un vecteur aléatoire. Notons h la fonction définie par

_ll—cost 1

Proposition 12. Soient i une probabilité sur R% et f € Cy(RY). Alors,

[ s@ ) - [

[ @ /R T H(et)i(t) di da| < wp(eVd),

ot H(t) = h(t1)...h(ta) et wr(n) = supp_y <, |f(x) = f(y)].

Démonstration. Notons K (x) = k(x1)k(z2) ... k(zq) avec, pour u € R, k(u) = (1 — |u])1y<1
et, pour € > 0, K.(z) = e “K(z/e). K est positive, intégrable et d’intégrale 1. On a, pour f
continue bornée,

[ K@) ulde) ~ [ 1) )| < (D) = fl
R R

D’autre part, pour z € R%,
(f* K@) = f@)] < [ 1F@—e2) = f@)| K (2) d= < oy (eVd).
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Admettons pour l'instant que
vz € R, / GTR(E) dt = k(). 3)
R
On obtient, via le théoreme de Fubini,

| Frko@utn) = [ [ f@)K(e -y dyndn) = [ f) [ Koo - y) pdn) dy
R R* /R

R4 R4

Or, la formule (3) entraine que

1 ;. xT .
Ve eRY  Kor) = — / L H(t) dt = / G (ct) dt.
IS5 Rd Rd

Le théoréme de Fubini donne alors 1’égalité

| Kyt = [ [ e medipd) = [ e HEOR®Od (@)
R R /R4 R

et par suite

[ K@ ) = [ ) [ e HER®) dtdy.
Rd Rd Rd
Il reste a démontrer la formule (3). Soit z € R. Considérons la fonction v définie par
Vu>0, W(u) = / h(t)eitme vl g,
R

La fonction h étant intégrable sur R, on montre facilement en appliquant les résultats sur les
intégrales a parameétres que v est continue sur R, C* sur |0, +-o00[ et vérifie lim,_, 4 ¥ (u) = 0.
On a d’autre part

Vu>0, 9¢"(u)= 1/ (1 — cos t)eitme_ult‘ dt = 1/ (Zeit”” — ettt _ ei(l_a’")t> e M gt
™ JR 2r Jr
soit encore
1 2u U U
Yu >0, ¢"(u)== < — _ ) :
“ LG il e e R Sy s R S ay G g

par suite, on obtient

Vu >0, 9'(u)= % {2111 (u2 +:E2) —1In (u2 +(1 —:n)2) —In (u2 +(1 —1—1‘)2)} +c.

Une primitive de In(u? + a?) est uln(u? + a?) — 2u + 2|a| arctan(u/|a|) : il suffit de faire une
intégration par parties. On a alors — pour x = 0 et |x| = 1 le terme en arctan disparait — pour
tout u > 0,

u

Y(u) = 5 {2111 <u2+x2> —1In (u2—|—(1—:c)2) —1In (u2—|—(1—|—x)2)}—|—cu+d

1
+— {2|z|arctan (u/|z|) — |1 — x| arctan (u/|1 — z|) — |1 4+ x| arctan (u/|1 4+ z|)} .
T

On a
lim u{21n (u2—|—x2) —In <u2—|—(1 —ac)2> —In (u2+(1+x)2)} =0

Uu——+00

et donc, comme limy 400 ¥ (u) =0, ¢ =0 et

P(0) =d =5 (20| + 1 —2[+[1+2f) = (1 = [z 1<

N =
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Corollaire 13. Deux probabilités sur R, u et v, sont égales si et seulement si i(t) = D(t) pour
tout t € R%.

Démonstration. Si f € Co(R?), f est uniformément continue et donc,

@) ulde) = lim [ f(x) / e H et (t) di dor,
R R R

e—0t

et de méme pour v. Si donc i = 7,

VieG®RY, [ f@udn) = [ f)vdo).
Rd Rd
Il reste & appliquer la Proposition 10. O

Corollaire 14. Si i (resp. px ) est intégrable alors p (resp. X ) posséde une densité par rapport
a Ag donnée par

pla) = @m)~ [ e at

R4

Démonstration. Si [i est intégrable, le théoreme de convergence dominée donne

lim e T H (et)fi(t) dt = p(x).

e—=0t JRd

Remarquons que, d’apres la formule (4), p est positive sur RY.

Si f € C¢, appliquant encore le théoréme de convergence dominée,

) f(z) p(dr) = lim ) f(x)/ ) e H (et)(t) dt doe = / ) f(z) p(x) dz.
R R R R

e—0t

3.3. Conséquences pour les variables aléatoires.

Soient X une v.a. & valeurs dans R? et u une probabilité sur R<.

Alors X a pour loi p des que 'une des conditions suivantes est remplie :

(i) P(X € C) = u(C) pour tout C' appartenant & un m-systéme engendrant la tribu boré-
lienne ;

(ii) E[f(X)] = / ) f(z) u(dx), pour toute fonction f € C°(RY) positive;
R
(iii) @y (t) = fi(t), pour tout t € RA.
De la méme fagon, si X et Y sont deux vecteurs aléatoires, ils sont égaux en loi si

(i) P(X € C) = P(Y € C) pour tout C' appartenant a un m-systéme engendrant la tribu
borélienne ;

(i) E[f(X)] = E[f(Y)], pour toute fonction f € C>°(R?) positive;
(iil) @ (t) = py(t), pour tout t € R
3.4. Cas particuliers.

Soit X une v.a. de loi p.
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1. Variable entiére. Lorsque X est une variable entiere ou plus généralement a valeurs
dans N, on utilise la série génératrice pour caractériser p. Celle-ci est définie, pour s € [0, 1],
par

Gul)= [+ mlda) = 3= " i)

n>0

La série génératrice de X est celle de sa loi soit

Gx<8> =E {8X1X<+oo} = Z SnP(X = n)
n>0

G x caractérise la loi de X puisque
VneN, GW(0)=nP(X =n), PX =-+o0)=1-Gx(1).

La seule chose a remarquer est que G'x est normalement convergente sur [—1, 1] et d’appliquer
les résultats sur les séries entieres.

2. Variable positive. Pour une v.a. positive c’est & dire & valeurs dans R, on utilise
assez fréquemment la tranformée de Laplace. La transformée de Laplace d’une probabilité p sur
R est la fonction définie par

Vs >0, Au(s)= e pu(dx) ;
[0,4-00[

celle de X est bien évidemment
Ax<8) =K {6_5X1X<+oo} .

Le fait que la transformée de Laplace caractérise la loi d’une v.a. résulte du théoréeme de
Stone-Weierstrass. Remarquons d’autre part que Ax est continue sur Ry et vérifie

S——+00

4. Moments d'une v.a..

Dans ce paragraphe, nous donnons quelques parameétres de la loi d’une v.a. vectorielle qui
précise la taille de la v.a. sans étre caractéristique de sa loi.

4.1. Définitions.

Soit X est v.a. positive. On a, pour p > 0,
—+00

E[X7] = / PP IP(X > 1) dt.

0
En effet, X = f0+°° 1;-x dt et donc, en prenant ’espérance, le théoréme de Fubini donne
“+oo —+00 —+00
E[X] :E[/ 1, di] :/ E[1,<x] dt:/ P(X > t) dt.
0 0 0
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Par suite, le changement de variable ¢t = sP, conduit a
+oo +oo
E[X7] = /0 P(XP > t) dt — /O psPIP(XP > P) ds,
ce qui donne la formule puisque {X? > sP} = {X > s}.
La fonction ¢t — P(X > t) est décroissante et tend vers P(X = 4o00) lorsque ¢t — +o00. Si X
est finie p.s., P(X > t) décroit vers 0. Lorsque E[X?] < +00, on peut préciser cette décroissance

vers (0 puisqu’on sait alors que t*~!P(X > t) est intégrable. Cela donne une idée de la taille de
X.

Remarquons également que X > 0 est intégrable si et seulement si la série de terme général
P(X > n) est convergente. En effet, comme P(X > t) est décroissante,

+o0 n+1
ZIP’(X>n+1)§/ P(X>t)dt:Z/ P(X >t)dt <Y P(X >n)
n>0 0 n>0"" n>0

Définition. Soit X une v.a. vectorielle ou numérique et p > 0. On dit que X possede un moment
d’ordre p lorsque E [| X|P] < +00. On dit aussi que X est de puissance p*—intégrable.

Lorsque X est un vecteur aléatoire, X posséde un moment d’ordre p si et seulement s’il en
est de méme de chacune de ses composantes.

Remarquons que si X posséde un moment d’ordre p alors X possede un moment d’ordre g
pour tout g < p puisque

[ X[7 < X0 x)<1 + [ X |7 x50 S T+ X7
Ceci peut d’ailleurs se retrouver a I'aide de I'inégalité de Holder : si p €]1, +oolet p~t+¢7 1 =1,
1 1
E[X|[Y]] <E[XP]» E[IX]]s.
Rappelons aussi deux inégalités tres souvent employées :
Inégalité de Minkowski : sip > 1, E[|X + Y[P|s <E[X[P]s +E[[Y]] :

Inégalité de Jensen : soit g :]a, b— R une fonction convexe et X une v.a. a valeurs dans
la,b[, —oo < a <b< +4o0. Si X et g(X) sont intégrables, g (E[X]) < E[g(X)].

Soit X une variable aléatoire réelle. Lorsque X est intégrable, on appelle E[X] la moyenne
de X. Si X est de carré intégrable, le moment centré d’ordre deux s’appelle la variance de X ;
on le note V(X) soit

V(X) =E |(X - E[X])?] = E[X?] - E[X]*
Il mesure la dispersion de X autour de sa moyenne.

Ezercice. Soit X une v.a.r. de carré intégrable. Montrer que ¢ — E [(X — ¢)?] possede un
minimum atteint pour c= E[X].

Si X et Y sont deux v.a. réelles de carré intégrable, on appelle covariance de X et Y le réel
Cov(X,Y)=E[(X —E[X]))(Y —E[Y])] = E[XY] - E[X]E[Y].
On établit facilement la formule
VX+Y)=V(X)+ V() +2Cov(X,Y).
D’autre part, (X,Y) — Cov(X,Y) est une forme bilinéaire symétrique et
|Cov(X,Y)]? < V(X)V(Y).
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Lemme 15 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a. positive. Pour tout a > 0,
E[X]
s

P(X >a) <

Démonstration. Puisque X est positive, X > X1x>, > alx>,. Par suite, E[X] > aP(X >
a). O

Corollaire 16 (Inégalité de Tchebycheff). Soit X de carré intégrable. Pour tout € > 0,

V(X)

P(X -E[X]| 2 ¢) < —5

Ces notions s’étendent au cas de vecteurs aléatoires. Si X est une v.a. a valeurs dans
R? intégrable i.e. |X| est intégrable on appelle moyenne de X le vecteur (colonne) de R,

(E[X4],...,E[X,]).
Si X est de carré intégrable i.e. | X|? est intégrable, 'application Sy définie par
Sx(u)=V(u-X), uecRY

est une forme quadratique positive que I'on appelle variance du vecteur X. Sa matrice I'x dans
la base canonique s’appelle la matrice de covariance de X ; I'x = (Cov (X, Xj)),<; ;<4- On a

x =E[(X - E[X])(X - E[X))']

4.2. Moments et fonction caractéristique.

Nous allons voir que la régularité de la fonction caractéristique est liée a l'existence de
moments.

Proposition 17. Soit X une v.a. d valeurs dans R%. @ est uniformément continue.

Si X a un moment d’ordre n, alors @y est de classe C" et, pour k = (k1,...,kq) tel que
’k‘l S n,
ok OFa
oy () = R E | X xRt X
(‘31"1“1 8de SDX( ) [ }

Démonstration. La continuité uniforme, comme déja dit vient de 'inégalité

sup
[t—s|<n

et X — eis'X‘ < min(2,n|X|).

Placons nous dans R et supposons X intégrable. t — X est de classe C! (pour tout
w € Q). On a, sup;cgr ’iX eitX‘ < |X| qui est intégrable par hypothese. Les résultats sur les

intégrales & parameétres montrent que @y est C! et que Yy (t) = iE {X eltX } On termine la
preuve par récurrence. 0

Remarque. L’existence d’un moment d’ordre 1 d’une v.a.r. se voit sur sa fonction caractéristique

puisque
1 [+ 1-R t
mx) =+ [ AR,
™ Jo t
En effet, le changement de variables u = t|X |, donne
/+oo 1 — cost|X| dt = | X| /+oo 1 —cosu .
0 12 0 u?

Il reste & prendre ’espérance et utiliser Fubini.
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Master 1 année, Cours G12 : Probabilités de base

Chapitre II.  La notion d'Indépendance

Nous abordons dans ce chapitre une notion fondamentale du calcul des probabilités : I'in-
dépendance. L’objectif est de caractériser 'indépendance de tribus ou de variables aléatoires
et d’étudier quelques propriétés et exemples liés a cette notion. La construction de suites de
variables indépendantes est discutée en annexe.

1. Tribus indépendantes.

Dans toute la suite, on se place sur un espace probabilisé (2, F,P); toutes les tribus qui
interviendront seront des sous-tribus de F. Nous utiliserons les conventions suivantes :

ich Ai =18, Uie@ Ai =0, Hie@ P(Ai) = 1.

D’autre part, nous noterons « ¢ < n » pour « 1 <7 <n»ou « 0 <14 <n»suivant le contexte.

Définition. Des tribus, Fi,...,F,, sont indépendantes si
V(A1,...,A)) EFLX ... xFy, P (ﬂm Ai) =11, P(4y).

Une suite de tribus, (F,)nen~, est indépendante si, pour tout n € N*, les tribus Fi,...,Fy
sont indépendantes.

Enfin, des événements (A, )nen+ sont indépendants lorsque les tribus o(A,) le sont; on
rappelle que 0(4,) = {0,Q, A, AS}.

Remarque. Insistons sur le fait que I'indépendance d’une suite est définie a partir de 'indépen-
dance d’un nombre fini de tribus. Plus généralement, une famille quelconque de tribus — non
nécessairement dénombrable — est indépendante si toute sous-famille finie est indépendante.

Ezercice. Montrer que la tribu triviale {(), Q} est indépendante de toute tribu.

On montre facilement — donc faites-le — que deux événements A et B sont indépendants si
et seulement si P(A N B) = P(A)P(B). Plus généralement, on a le résultat suivant :

Proposition 1. n événements, Ay, ..., A,, sont indépendants si et seulement si

vIic{l,...,n}, P (mz‘eIAi) =TI, P(4s).

Démonstration. La condition est bien évidemment nécessaire ; montrons qu’elle est aussi suffi-
sante. On doit montrer que, pour tout B; € 0(4;),i1=1,...,n,

P <ﬂl§n Bi) - Hign P(B;).

Or B; =0, Q, A; ou AS. Si 'un des B; = () la formule est correcte (0=0). On suppose donc
qu'aucun des B; n’est égal a ’ensemble vide. Lorsque 'un des B; = €2, il ne compte pas : on

23 Ph. Briand, maj 12/10/2004



est donc ramené au cas d’une intersection de A; et de A{, le nombre total d’ensembles étant
inférieur ou égal a n. On doit donc établir que, pour toute partie I de {1,...,n} et toute partie
Jde {1,...,n}\I,

F (ﬂiel 4in ﬂjgj A;) =11, B4) HJ.EJ P(AS).

La démonstration se fait par récurrence sur le nombre d’éléments de J noté #J. Si #J = 0 c’est
I’hypothese. Supposons la formule vraie lorsque #J = r — 1 et montrons-la pour #J = r. Soit
donc I C {1,...,n}, et J C {1,...,n}\I tel que #J = r. Notons j' le plus petit élément de J
et J' = J\{j'} de sorte que #.J' =1 — 1. On a, notant B = ;c; 4; N ;e A,

P(B) =P(A; N B) + P(A5 N B).
Mais puisque #.J' =r — 1 on a
P(B) =[], P(4) Hjej, P(45), P(AyNB)=PA;) ][], P(A) H]EJ, P(AS),
dont on déduit que
P(AS N B) = [1 —P(A;)]P(B) = P(A5)P(B) = Hz‘el P(A,) Hjej P(AS).
Ceci termine la démonstration puisque A7 N B = N;c; Ai N(jes A7 O]

Exzxercice. Que signifie que A, B et C sont indépendants ?

Une conséquence immédiate de la définition est que si (F;,)n est indépendante et si, pour
tout n € N, A, est une sous-tribu de F,, alors (A, )N est indépendante.

Voici un résultat qui permet de montrer plus facilement que des tribus sont indépendantes.
Proposition 2. Soit, pour i = 1,...,n, F; une tribu engendrée par C; ou C; est un w-systéme
tel que Q2 € C;.

Les tribus F1, ..., Fp sont indépendantes si et seulement si
V(A1,...,Ay) €CL x...xCqy, P (ﬂign A) = I1.., (4.

Démonstration. Nous devons montrer que, pour tout (Aj,..., A,) € F1 X ... X Fn,

P (ﬂzgn Az) - Hign P(Al) (1)

Considérons, pour r = 0,...,n, la propriété (P,) suivante : I’égalité (1) est valable pour tous
A;eFo1<i<rettous 4;€C;,r<i<n.

Par hypothese (FPp) est vraie. Montrons que (P,) est vraie si (P,_;) l'est. Considérons pour
cela D l'ensemble des B € F, tels que I'égalité (1) soit valable pour tout (Ay,...,A,) avec
Ae Fisil<i<r—1,A4,€Csir<i<netA = B. Puisque (P,_1) est vraie, D contient
C, et donc ). Montrons que D est un A-systéme. Si B et C' sont deux éléments de D tels que
BcC,ona,notant A_=A1N...NA_1et Ay =A,11N...NA,,

P(A_N(C\B)NAy)=P(A_NCNAy)—P(A_NBNA,);
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comme B et C' sont éléments de D,

P(A_ N (C\B)N A1) = (B(C) —B(B) [

P(4;) =P(C\B) [[ . P(4).

£ £
Donc C\B appartient a D.
Si (By)N est une suite croissante de D, notant B = Up>0B,, on a
P(A_.NBNA )= lim P(A_NB,NA,)= lim P(B,) Hi . P(A;) = P(B) Hi# P(A;).

n—-+o0o n—-+00

Par conséquent, B € D.

D est donc un A\-systéme contenant le 7—systéme C,.. Il contient o(C,) = F, et donc (F,) est
vraie.

Par récurrence, la propriété (P,,) est vraie ce qui établit cette proposition. O

Un corollaire de ce résultat est I'indépendance par paquets que j’énonce pour les suites mais
qui est valable pour n’importe quelle famille. Commencons par un lemme technique.

Lemme 3. Soient {F;}icr une famille de tribus et
C = {B = ﬂjEJAj : Aj € Fj, J partie finie de I}.
Alors C est un m—systéme qui engendre la tribu o(F;, i € I}.

Démonstration. Montrons tout d’abord que C est un m—systéme. Soient donc

— . !/ /
B= jeJAJ’ B_ﬂjeJ’AJ’

ou J et J’ sont deux parties finies de I et les A; € F;. On a,

= , ' AL = "
BNB = ﬂjGJ\J, AN ﬂjEJ,\J Al ﬂjEJmJ,(AJ nA%) EQJ( AY,
J

avec A = A;sije J\J, A = Al sije J\Jet Al = A;nA)sijeJnJ. Puisque JUJ'
est une partie finie de I et A} € F; pour tout j, BN B’ €C.

Montrons a présent que C engendre la tribu o(F;, i € I}. On a U;erF; C C et donc o(F;, i €
I) € o(C). Réciproquement, si B € C, B € o(F;, i € I) puisqu'une tribu est stable par
intersection. Par suite, 0(C) C o(F;, i € I). O

Remarque. Un cas particulier du lemme précédent est le point suivant : si (F,)N est une suite
croissante de tribus, C = J,,en Fn €st un 7-systeme engendrant o(F,, n € N).

Corollaire 4. Soient (F,,)N une suite de tribus indépendantes et (Iy)rerx une partition de N
avec K = N* ou K = {1,...,p}, p > 2. Alors, les tribus Uy, = o(F;, i € Ix), k € K, sont
indépendantes.

Avant de donner la démonstration de ce résultat, regardons sa signification sur un exemple
simple. Considérons 5 tribus indépendantes — on se ramene au cas d’une suite en prenant JF; =
{0,Q} pour i > 5 — Fy, ..., F5. Les tribus o(F1, F3, F5) et o(Fe, F4) sont indépendantes ; de
méme pour les tribus o(Fy, Fy), Fs et 0(Fa, F3).
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Démonstration. Nous devons montrer que les tribus Uy, £ = 1,...,p sont indépendantes pour
tout p > 2 si K = N* et pour p = #K si K est fini. D’apres le lemme précédent, pour tout
k € K, C;, 'ensemble des By, € F de la forme

B, = ﬂjeJk Aj,  Aj € Fj, Jg partie finie de Iy,
est un m—systéme contenant ) qui engendre Uj. Les tribus F; étant indépendantes, on a

P(By) = L., P(4)).

JjE€Jk

Soient By € C1, ..., By € Cp : By, = Njey, Aj. Les I, étant deux a deux disjoints, les Jj, le
sont également. Par suite, on a

Bin...NnB,= mkgp mjeJk 4 = ijngka Aj-

et via I'indépendance des F;,
P(BiN...NBy) = Hjeukngk P(A;) = Hkgp HjeJk P(A;) = Hkgp P(By,).

La Proposition 2 implique I'indépendance des Uy, k=1, ..., p. ]

Passons au second lemme de Borel-Cantelli. Rappelons que, si 3, cnP(A4,) < 400, alors
P(limsup A,,) = 0. Dans le cas indépendant, nous avons aussi

Lemme 5 (Borel-Cantelli, suite). Soit (A,)N une suite d’événements indépendants. Si la série
> nen P(An) = 400, alors P(limsup A,) = 1.

Ceci signifie que pour des événements indépendants, on a ’alternative

P(limsup A,) = 0 ou 1 suivant que Z P(A,,) est finie ou pas.
n>0

Rappelons d’autre part que w € limsup A, si et seulement si w appartient a une infinité d’évé-
nements A, c’est a dire si et seulement si N(w) = >, 514, (w) = +00. Avec cette notation, on
a E[N] = 3,50 P(A,) ; pour des événements indépendants, la variable aléatoire N est soit finie
P-p.s. soit égale & +o00 P-p.s. suivant que son espérance est finie ou pas.

Démonstration. On a P(limsup A,,) = 1 — P(liminf A¢); montrons que P(liminf A¢) = 0. Rap-
pelons que liminf A5, = Upen Mi>pn A% 11 s’agit donc de montrer que, pour tout n € N, Ng>p, AS

est de P-mesure nulle. Fixons n € N. Par définition, les tribus o(A,,) sont indépendantes et
donc les événements A¢ sont aussi indépendants. Par conséquent,

¥ (mkzn A5) = i, P (ﬂngksp Ai) = dm P(AR)-

D’autre part, notant que P(Aj) =1 —P(Ay) et que 1 —2z < e pour z > 0, on a

II P45 = JI (1-P(4p) < e~P(A%) — exp { — ankgp IP’(Ak)} :

n<k<p n<k<p n<k<p
Pour finir, remarquons que, n étant fixé, Zn<k<p P(Ag) tend vers 400 si p — 400. O
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Ezemple. Soit (A,)N+ une suite d’événements indépendants tels que P(A,) = p €]0, 1[. Consi-
dérons 7 le premier instant ou A, est réalisé c’est a dire

T(w)=inf{n >1:w e A,}, inf ) = +o0.

Alors 7 suit une loi géométrique de parameétre p. En particulier, 7 est fini P—presque slirement.
En effet, si n € N*,

P(r>n)=PASN...NAS) = Hign P(AS) = (1 —p)",

et donc P(1 =n) =P(tr >n—1) —P(r >n) =p(l —p)" L.

On peut remarquer également que puisque »_,~q P(A,) = 400 et les événements sont indé-
pendants, P(limsup A, ) = 1. Ceci signifie que, P-p.s., non seulement un des A,, est réalisé mais
en réalité une infinité. En d’autres termes, si on définit par récurrence 79 = 0 et, pour r € N,

Tr41(w) = inf{n > 7. (w) : w € A}, inf ) = +o0,

chaque 7. est P—p.s. fini. Nous reprendrons cet exemple un peu plus loin.

Si on considere a présent, pour tout n € N*, B,, = Ag,_1 N AS,, alors pour tout n € N*,
P(B,) = P(Asp—1 N AS,) = p(1 — p). La suite (By,)nen+ est indépendante. En effet, pour tout
n € N*, B,, appartient a la tribu U,, = 0(0(A2,-1),0(A2,)) et donc o(B,) C U,. Mais si on
consideére la partition de N*, I, = {2n — 1,2n}, le Corollaire 4 entraine l'indépendance des U,
et donc celle des B,,. Par conséquent, P—presque slirement, une infinité de B,, est réalisé. Ceci
se généralise a une intersection fini a p éléments.

Pour donner un exemple concret, imaginez que vous séchiez sur des mots-croisés a la question
suivante : quel célebre mathématicien frangais n’a jamais rien démontré d’important ? (Prénom
Nom en 8 + 6 soit 15 caracteéres avec l’espace). Facile : mettez les 26 lettres de 1’alphabet
+ lespace dans un sac, tirez un caractere, reposez-le et recommencez. Tous les 15 caractéres,
regardez ce que vous avez obtenu. Nous venons de montrer que vous verrez apparaitre une
infinité de fois la bonne réponse. Le tout c’est de ne pas étre pressé car (1/27)% c’est tout petit.

2. Variables indépendantes.

Nous avons, jusqu’a présent, abordé la notion d’indépendance pour des tribus; nous allons
transposer cette notion pour les variables aléatoires.

Deux tribus F; et F3 sont indépendantes si P(A; N Ag) = P(A;)P(A2) pour tous A; € Fi,
Ag € Fo. Si X; et Xy sont deux variables aléatoires a valeurs dans (E1,&1) et (E2,&2), les
événements qui dépendent de la variable aléatoire X; sont les événements A; de la forme {X; €
B;}, B; € &;. 1l semble donc naturel de dire que X; et Xy sont indépendantes si, pour tous
Bi € &1, By € &,

]P({Xl S Bl} N {X2 S BQ}) = P(Xl € B, X5 € BQ) = ]P)(Xl € Bl)]P)(XQ S BQ)

Le résultat suivant montre comment passer d’'une variable aléatoire a une tribu. Soit X une
variable aléatoire a valeurs dans (F, ). Rappelons une derniére fois que, si B € £, {X € B} =
X YB)={weQ: X(w) € B}. Si Aest une sous-tribu de F, on dit que X est .A-mesurable
si, pour tout B € £, {X € B} € A.
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Définition. On appelle tribu engendrée par X, notée o(X) — ou 7(X) — la plus petite tribu
rendant X mesurable.

Cette définition repose, comme dans le cas de la tribu engendrée par une classe de parties, sur
le fait qu’une intersection quelconque de tribus sur € est encore une tribu sur €2 : 'intersection de
toutes les tribus rendant X mesurable est donc par construction la plus petite tribu rendant cette
application mesurable. Si X est une variable aléatoire, X est F—mesurable et par conséquent
o(X)CF.

Remarque. La notation o(X) pour la tribu engendrée est un peu dangereuse car o(X) peut
désigner aussi ’écart type de X c’est a dire la racine carrée positive de la variance de X. Pour
éviter les confusions, nous noterons désormais V(X) pour la variance de X.

Proposition 6. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans (E,E). Alors,
o(X)=X"1E)={{XeB}:Bec¢&}.
Si T est un m—systéme engendrant £, alors
X' 1)={{XeB}:Be1}
est un w—systéme qui engendre o(X).

Démonstration. Puisque X 1(B¢) = X YB)¢ et X 1 (UB,) = UX Y(B,), X 1(€) est une
tribu. D’autre part, si A est une tribu sur Q, X est A-mesurable si et seulement si X ~1(£) C A.
Par conséquent, o(X) = X 1(&).

Si Z est un msystéme, X ~1(Z) en est aussi un puisque X *(ANB) = X 1(A)NX~(B). Sup-
posons que 0(Z) = £. X Y(Z) engendre 0(X) car X ![o(Z)] = o(X~![Z]). Justifions brievement
cette dernieére égalité. X ~1(Z) est inclus dans la tribu X ~[o(Z)] et donc o(X ~1[Z]) € X ~[o(Z)].
Réciproquement, {B € o(Z) : X Y(B) € o(X[Z])} est une tribu contenant Z donc o(Z). Le
résultat s’en suit. O

Munis de ce formalisme, I'indépendance de variables aléatoires se raméne a 'indépendance
de tribus. Considérons, dans tout ce paragraphe, pour tout n € N, X,, : (, F) — (Ey, &,) une
variable aléatoire.

Définition. La suite (X,,)nen est indépendante si les tribus &,, = 0(X,,), n € N, sont indépen-
dantes.

Ceci signifie donc que pour tout n € N, les v.a. Xp, ..., X, sont indépendantes c’est a dire
que les tribus o(Xy), ..., 0(X,) sont indépendantes soit encore, via la Proposition 6, que
Y(Bo,...,Bp) € & X ... x Ep, P(Xo € By,... X, € B,) = HKnIP’(Xi c By).

Remarque. 1l résulte immédiatement de la définition que, si (F,,)n sont des tribus indépendantes
et que, pour tout n € N, X, est F,—mesurable, alors (X, )N sont des v.a. indépendantes.

Un cas particulier de cette remarque est le point suivant, tres utile en pratique. Soit pour tout
n € N — et dans tout le paragraphe —, f,, : (Eyn, &) — (M,, M,,) une application mesurable.

Proposition 7. Si (X,,)N est une suite de variables indépendantes, il en est de méme de la

suite (fn(Xn))N-
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Démonstration. 11 suffit de remarquer que, pour tout n € N, f,(X,) est une v.a. o(X,)-
mesurable puisque si U,, € M,,, {fn(X,) € Up} = {X,, € £, 1 (Un)} O

Remarque. On peut constater qu’une variable aléatoire réelle est o (X )—mesurable si et seulement
s’il existe une application h : (E,£) — (R, B(R)) mesurable telle que Y = h(X). En effet, si
Y = h(X) nous venons de voir que Y était o (X )-mesurable. Pour la réciproque, on utilise la
« méthode standard » de I'intégration.

(i) SiY =14 alors A ={Y =1} € 0(X); d’apres la Proposition 6, il existe B € £ tel que
A=X"YB)etY =15(X).
(ii) Par linéarité, le résultat est valable pour les v.a. étagées.

(iii) Si Y est une v.a. positive alors elle est limite simple d’une suite croissante de v.a.
étagées positives. D’apres étape précédente, Y,, = h,(X). On a alors Y = h(X) avec par
exemple h(x) = suphy(x) si le sup est fini et A(x) = 0 dans le cas contraire. En effet, si
r=X(w) € X(Q), hp(z) converge en croissant dans R vers Y (w) et donc h(z) =Y (w).

(iv) Si Y est une v.a. numérique, Y =Y+ — Y~ =t (X) — h~(X) et si Y est complexe, on
applique ce dernier résultat a sa partie réelle et sa partie imaginaire.

Lorsque Y est une v.a. bornée on peut supposer que h 'est également.

Ezxercice. Montrer que, si A est un événement, 0(A) = 0(14). En déduire que (4, )N sont des
événements indépendants si et seulement si (14, )N sont des v.a. indépendantes.

Remarque. Des variables aléatoires deux a deux indépendantes ne sont pas nécessairement in-
dépendantes dans leur ensemble. Voici un exemple. Soient X et Y deux variables aléatoires
indépendantes de méme loi donnée par P(X = £+1) = 1/2. On pose Z = XY. Les couples de
variables X et Y, X et Z, Y et Z sont indépendants mais le triplet X, Y, Z n’est pas indé-
pendant. Remarquons tout d’abord que Z a la méme loi que X. En effet, Z est a valeurs dans
{—1,1}, et, comme X et Y sont indépendantes,

1 1 1
P(Zzl):]P’(X:1,Y:1)—|—]P’(X:—17Y:_1)214_1:5.
Montrons que X et Z sont indépendantes. On a, pour €1 et €5 dans {—1,1}.

1
IP(X = El,Z = 82) = P(X = 81,Y 5 6162) = Z = P(X = 61)P(Z = 62).

On obtient I'indépendance de Y et Z par symétrie; ces trois variables sont donc deux a deux
indépendantes. Le triplet n’est pas indépendant puisque

PX=1Y=1,Z=1)=PX=1Y=1)=PX=1PY =1) =

Venons-en a un résultat trés important.

Théoréme 8. Soient X1,..., X, des variables aléatoires. On a équivalence entre :
1. Xq,..., X, sont indépendantes ;
2. pour tout (Bu,...,By) € Iy X ... X Iy, I, m—systéme contenant E}, et engendrant &,

P(X1 € By,...,X, €By) =[] _ P(Xi€By);

i<n
3. pour toutes applications mesurables et positives f; : E; — Ry (resp. f; € ./\/l;),
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4. la loi du vecteur (X, ..., Xn) est égal au produit de ses marginales soit
Pix,, . x,)=Px, ®...0Px,.

Avant de démontrer ce résultat, commentons le dernier point. Rappelons tout d’abord que si
(1 et po sont deux mesures o—finies sur (Fp, &) et (Eq, &), il existe une unique mesure, notée
11 ® po sur £ ® & vérifiant

V(B1, B2) € &1 x &, p1 @ pp(Br X Ba) = p1(Br1)pe(Ba).

Si u1 et pp sont des probabilités, il en est de méme de p1 ® pg. Si f : By X B3 — R ou C est
une application mesurable, positive ou p; ® po—intégrable,

/Ele2 f(@1, @) [ @ po]ld(x1, 22)] = /El (/}52 f($1,$2)M2(d1E2)) pi(dzy)

- /. (f 1 for,2) (o) ) (o).

Le cas positif est le théoreme de Tonelli, celui 1 ® po—intégrable le théoréme de Fubini. Ces
résultats justifient 'emploi de la notation pi(dzi)pe(dzs) pour [p1 & uolld(z1,x2)]. Je vous
renvoie a l'annexe « Construction de mesures » ou au cours de F. MALRIEU [Mal] pour les
détails.

La généralisation au cas de n facteurs est quasi immédiate, les notations étant plus lourdes.
Nous noterons F le produit cartésien Ey X ...x E, et x = (1, ...,x,) les points de E'; désignons
par R 'ensemble des pavés (ou rectangles) mesurables c’est a dire ’ensemble des B C E de la
forme B = By X...x By, B; € &. On définit la tribu £ ® ... ® &, comme la tribu engendrée par
R. On construit sur cette tribu une probabilité (ou mesure o—finie dans le cas général), notée
Pl ® ... & Uy, qui est unique probabilité p sur & ® ... ® &, vérifiant :

V(B1,...,Bn) €& X ... X &y, u(By X ... X By) = p1(B1) X ... X pin(Bp).

Pour ce qui concerne l'intégration par rapport a cette mesure, « la régle » est la suivante : pour
une fonction f(z1,...,x,) mesurable, si cette fonction est positive on intégre dans le sens qu’on
veut; si f n’est pas de signe constant, on commence par considérer |f| pour laquelle on peut
intégrer dans le sens qu’on veut : si le résultat est fini, on peut alors intégrer f dans le sens qu’on
veut. On note encore 1 (dzry) ... puy(dzy,) pour [p & ... & pylld(z1,. .., x,)]. En particulier,

/Ef(xl)---f(ﬂfn)m(dfﬂl)-~-Mn(d93n) =11, /E filwi) pi(dwi), (2)
des que les applications mesurables f; : E; — R ou C sont positives ou vérifient

Vi=1,...n, / i) ps(das) < +oo,
E;

Rappelons d’autre part que deux mesures o—finies p et v sur £ ® ... ® &, sont égales si et
seulement si

Vi e MHED, [ flw) . fulon) pldn) = [ filwr) . fuen) vide), (3)
En effet, si u = v, alors pour toute f € M™, [ f(z)u(dr) = [ f(z)v(dx) et réciproquement si

la formule (3) est valable p et v coincident sur le 7-systeme R des pavés mesurables donc sur
la tribu qu’il engendre.
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Passons a présent a la preuve du Théoréme 8. Dans la preuve de ce résultat comme dans
celles de ses corollaires, nous noterons X le vecteur aléatoire (Xi,...,X,) et u la mesure Py, ®
%Y PXn .

Démonstration. Nous allons montrer que (2) = (1) = (4) = (3) = (2).

e (2) = (1). Nous devons montrer que les tribus o(Xy), ..., 0(X,) sont indépendantes.
Or nous savons que

P(X1 € By,... By € By) = [[._ P(X; € By),

pour tout (By,...,By) € Z; X ...xZ,. D’apres la seconde partie de la Proposition 6, { X}, € By},
By, € Iy, est un m—systéme engendrant o (Xy) qui contient €2 puisque Ej € Zj. On conclut alors
a l'aide de la Proposition 2.

e (1) = (4). Considérons les deux mesures de probabilités sur & ® ... ® &,, Px et p =
Px, ®...®Px,. On a, pour tout B = B; X ... x B,, € R, vu I'indépendance des X;,

Px(B)=P(X; € By,..., X, € B,) = Hign P(X; € B;) = Hign Px,(B;) = u(B).

Les deux probabilités Px et p coincident donc sur le m—systéme R ; elles sont donc égales sur la
tribu qu’il engendre c’est a dire &1 ® ... ® &,. C’est une conséquence du théoreme de Dynkin.

o (4) = (3). C’est le théoreme de Tonelli. Par hypothese,

B[], 5% = [ f@) . f@)Bx(dn) = [ f@r).. @) Pro (o) ... P, (da,).

Or cette derniére intégrale n’est rien d’autre que — voir la formule (2) —

IL.. /E i) P, (dei) = ], ELA(X0)),

puisque la fonction a intégrer est mesurable et positive.
e (3) = (2). Il suffit de prendre fy = 1p, avec By € Zj. On a alors

E[[],., fi(X)] =P(X1 € Bi,.... X, € By) = ELfi(X0) =TT, F(X: € By).

i<n
Ceci termine la preuve du résultat. ]
Remarque. Siles X; sont discretes le point (4) signifie simplement — il suffit de sommer — que

V(@) € X1(Q) X oo X Xn(Q),  P(Xyi =1, Xp =) = [[_ P(X; = 25).

Ezercice. A titre d’exercice, justifiez la propriété suivante que nous démontrerons plus loin
d’une autre facon : si X1, X2, X3 et Xy sont indépendantes, alors (X7, X2) et (X3, X4) sont
indépendantes.

Passons a quelques conséquences de notre résultat principal.

Corollaire 9. Soient X;, i = 1,...,n des v.a. indépendantes et f; = E; — R ou C des
applications mesurables. Si f;(X;) est intégrable, pour tout i = 1,...,n, le produit [[;<,, fi(X;)
est intégrable et dans ce cas,

E[I., fi(X)] =1, ELA(X)] ;
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Démonstration. Pour la premiére partie, il suffit de remarquer que, d’apres le point (3) du

Théoreme 8,
E[|IT., (X2 = E I, £l =TI, EIA(X)].

La deuxiéme assertion est alors une réécriture de la formule (2) avec u; = Px, puisque
Px =Px, ®...0Px,. L]

Corollaire 10. Soient X1,..., X,, des variables aléatoires réelles. Elles sont indépendantes si
et seulement si

Y(t1,...,t,) €R", P(X; <t,....Xp<ty)=]][_ P(Xi<t;) = HKn Fx,(t;).

i<n

Démonstration. Seule la suffisance demande une justification. J; = {]—o0, tx], tx € R} est un 7—
systeme qui engendre la tribu borélienne. Toutefois nous ne pouvons pas appliquer directement
le second point du Théoréeme 8 car R ¢ J;. On remarque alors que, par limite croissante, la
formule du Corollaire est valable en fait pour ¢ € R U {4+00}. On applique donc la partie (2)
du théoréme avec comme m—systéme 7, = J U {R} qui cette fois contient R. O

Corollaire 11. Soient X1,..., X, des variables aléatoires d valeurs dans R% ..., R% . Elles
sont indépendantes si et seulement si

Y(t1, ... tn) € RY x ... x R, Oixy,xn) (s itn) = Hign ©x, ().

Démonstration. D’apres le point (4) du Théoréme 8, les variables Xj,. .., X, sont indépendantes
si et seulement si Px = Px, ®...®Px, = u. Mais deux probabilités sont égales si et seulement
si leurs transformées de Fourier le sont également. Par suite, ces variables sont indépendantes si
et seulement si, pour tout t = (¢1,...,t,) € R4 x ... x R,

px(t) = Px(t) = fi(t).
Or,ona, E=R* s=d;+...+d,,
i) = / ¢ Lk WP (dr1) .. Py (dip)

- / s Hk<n " Py, (day) ... Px,, (dan)

la formule (2) —ici [ |es*k| Py, (dxy) = 1 — donne alors

i) =11, /R g (do) = [, e, (8.
Le résultat s’en suit immédiatement. O

Nous considérons dans le résultat qui suit le cas de variables a densité.

Corollaire 12. Soit X = (X1,...,X,) une v.a. @ valeurs dans R x ... x R%. On suppose
X; de densité p;(z;), i < n. Les X; sont indépendantes si et seulement si X a pour densité

p(x) =p(r1,...,xn) = p1(21) - .. Pp(Tn).
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Démonstration. Puisque les X; ont pour densités respectives p;, elles sont indépendantes si et
seulement si, pour toutes applications f; mesurables positives,

E[1., #050] =TI, Bl =TT [, f@)pitai) dos

Compte tenu de la formule (2), les X; sont indépendantes si et seulement si, pour toutes appli-
cations f; mesurables positives (s =dy + ...+ d,),

[ J) S Px(d) = [ fn) . S o)
c’est a dire si et seulement si Px (dz) = p(x) dz. O

Remarque. En pratique, on utilise le fait suivant : X a pour densité p, les v.a. X1, ..., X, sont
indépendantes si et seulement si p est a variables séparées c’est a dire si, pour presque tout

T = (3311 sy xn)? p(l’) = ql(xl) s Qn(xn)
La démonstration est laissée en exercice.

Ezemple. Revenons a ’exemple de la page 27. Nous avons vu que les v.a. entieres 7, sont presque
stirement finies. En fait, les variables 7, — 7._1, 7 € N*, sont indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi géométrique de parametre p. En effet, pour tout r € N*, pour tous
ni,...,n, € N* I'événement {1, — 79 = n1,...,7 — 7r—1 = n,} n'est rien d’autre que

AN NAG N A () A g1 N NAS N Ay,
et via 'indépendance des A,,,

P(Tl —T0=MN1,-.-,Tp —Tpr—1 = nr) :p(l _p)nlil . p(l _p)nril‘

Somme de variables indépendantes. Soient X et Y deux variables aléatoires a valeurs
dans R? indépendantes; X de loi j et Y de loi v. Notons S la somme X + Y. On a alors, pour
tout B € B(RY),

P(s € B) = [[ 1o+ y) p(do)wdy)

En effet, puisque (X,Y’) a pour loi u ® v,
P(S € B) = E[15(5)] = [[ 1a(e +y) n(do)v(dy).
De plus, pour tout t € RY, pg(t) = vy (t)@y (t). En effet, d’apres le Corollaire 9,
0s(t) =E {eit-(XJrY)} -E [eit-Xeit-Y} ) [eit-X} E {eit-Y} = 0 (t) oy ().

On montre de la méme fagon, que si X et Y sont deux variables entiéres, pour tout |z| < 1,

Gs(z) = Gx(2)Gy(2).

Proposition 13. Si X a pour densité p alors S a pour densité la fonction

u(®) = [ pls—y)vidy)

En particulier, si Y a pour densité q, S a pour densité le produit de convolution p* q soit
us) = [ p(s = y)aly) dy.
R
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Démonstration. Soit f mesurable et positive. Nous avons, comme X a pour densité p, via le

théoréeme de Tonelli,
/ flx+y) p(dx)v(dy) = /(/fa:+y )I/(dy).

Or, pour y € R%, le changement de variable s = z + y donne

[ 1@+ up@dz = [ femls -

et le théoréme de Tonelli conduit a

/(/f (s—y ds) v(dy) = /f </ (s —y)l/(dy)) dS:/f(s)u(s)ds

ce qui donne la premiere partie de cette proposition. La seconde est immédiate. O

Ezemple. Si X et Y sont deux gaussiennes indépendantes, X de loi N'(a, 02) et Y de loi N'(5, 72),
alors X +Y est une gaussienne de loi V(o + 8,02 + 72).

En effet, pour tout ¢t € R,

) 2,2 2,2
ita— I ezt,é’—'r; — ¢ t(a+p)— (O’ +72) |

ps(t) =px)py(t)=e ;

c’est la fonction caractéristique de la gaussienne N (o + 3,02 + 72).

Ezercice. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes. Montrer que X + Y est intégrable si et
seulement si X et Y le sont.

Deux variables aléatoires réelles X et Y de carré intégrable sont dites non-corrélées lorsque
Cov(X,Y) = 0. Ceci revient a dire que E[XY] = E[X]E[Y]. On a dans ce cas

VIX+Y)=V(X)+ V().
Notons que deux v.a.r. indépendantes de carré intégrable sont non-corrélées. La réciproque est
fausse comme le montre ’exemple suivant.

Ezemple. Soient X une v.a.r. normale centrée réduite et € indépendante de X de loi donnée par
P(e =+1) =1/2. Onnote Y = eX. X et Y sont non-corrélées. En effet, comme E[X]| = E[¢] = 0,
nous avons, vu l'indépendance de X et ¢,

E[XY] = E[eX? = E[¢] E[X?] = 0 = E[X]E[Y].
Déterminons la fonction caractéristique ¢ du couple (X,Y"). Pour tous réels s et ¢, nous avons,
puisque X et € sont indépendantes,

. . : . 1
(p(S,t) -F {est-HtY} -F [18:161(8+t)X + 16:_161(5—75)){] _ 5 ((,DX<S + t) + QDX(S o t)) )

S

Or px(s) = exp (—j) et donc (s, t) = exp ( a 'H ) cosh(st). En particulier, Y est également
normale centrée réduite puisque @y (t) = p(0,t) = exp (—%)

X et Y ne sont pas indépendantes car sinon on aurait ¢(s,t) = @x(s)@y () c’est a dire
cosh(st) = 1 pour tout (s,t).

On voit sur cet exemple que, bien que X et Y soient toutes deux gaussiennes, ni le vecteur
(X,Y) ni la somme X + Y ne sont gaussiens.

Remarque. Pour des variables aléatoires réelles de carré intégrable, Xi,..., X,, deux a deux
non-corrélées — pour tout i # j, Cov(X;, X;) =0 -on a

V(X1 +...+ Xn) = V(X)) + ...+ V(X,).
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3. Construction de variables indépendantes.

Nous avons étudié quelques propriétés des variables aléatoires indépendantes. Mais une ques-
tion se pose : comment construire de telles variables? existe-t-il des variables aléatoires indé-
pendantes 7

Pour un nombre fini — deux pour la clarté de ’exposé —, la construction n’est pas tres
compliquée. Pour étre un peu plus précis, considérons deux espaces probabilisés (E1, &1, 1) et
(E2, &2, 12). Nous allons construire deux variables aléatoires X; et Xy indépendantes, X; de loi
w1 et Xy de loi pug. Pour cela, considérons l'espace (Q, F,P) = (Eq X F2,E ® Ea, 1 @ o) et
prenons pour X; la projection sur E; et X5 la projection sur Es; en d’autres termes

Vw = (x1,22) € E1 X Eo, Xi1(w) =21, Xo(w)=xo.

X1 et Xy sont alors deux variables indépendantes a valeurs dans E; et Fy; X; a pour loi pg et
X9 a pour loi pg. En effet, pour tous By € £ et By € &,

P(X1 € By, X2 € Ba) = 11 ® pa(B1 x Ba) = p1(B1)pa(B2).

Prenant By = FEs puis By = Ej dans la formule précédente, on s’apercoit que X; a pour loi u;
et donc que

P(X; € By, X2 € By) =P(X; € By)P(X; € By).
Cette construction s’étend sans difficulté au cas d’un nombre fini de variables aléatoires.

Plus délicate est la construction d’une suite (X, )n+ de variables indépendantes telle que,
pour tout n € N*, X, soit a valeurs dans (E,,&,) de loi u,. La démonstration de ce résultat
repose sur le théoreme de Carathéodory et est donnée dans ’annexe « Construction de mesures ».
Nous nous contentons ici de donner le résultat.

Construisons d’abord la tribu ®,>1&,. Notons E le produit cartésien [],,~; En, X, la pro-
jection canonique de E sur E, et II, celle de E sur F; x ... x E,. Un ensemble B de E est
cylindrique 8'il existe n € N* et Cy, € £1®...®E&, tels que B = I1;1(Cy,) soit B = Cy, X [[;5,, Ei-
La tribu ®,,>1&, est, par définition, la tribu engendrée par les ensembles cylindriques. On montre
assez facilement que cette tribu est la plus petite tribu sur F rendant toutes les projections X,
mesurables. Elle est également engendrée par le m—systeme R formé par les ensembles du type

le"'XB”XHDnE“ B; €&, neN*

On montre alors le résultat suivant :

Théoréme 14. Soit, pour tout n € N*, (Ey,, Ey, pin) un espace probabilisé. Il existe une unique
probabilité ji sur ([1,>1 En, ®n>1En), notée @p>1 jin, telle que, pour tous By, € &y,

(®n21 'u”) (anl Bn) - Hn21 i (Bn).-

La suite (X,,)nen+ des projections est une suite de variables aléatoires indépendantes et, pour
tout n € N*, X,, a pour loi .
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4. Tribu asymptotique.

Soit (Fp,)nen+ une suite de sous-tribus de F. On note, pour tout n € N*,
Uy, =0(Fi, i <n), A" =o(F;, i > n).

Définition. On appelle tribu asymptotique de la suite (F,)nen+ la tribu A définie par
oo n
4= =), A"

Un événement A appartient a la tribu asymptotique si et seulement si, pour tout r» € N*, il
appartient a la tribu A". On dit que A est asymptotique.

Ezemple. Considérons, pour tout n € N*, A, € F,. Alors 'événement A = limsup A4, est
asymptotique. Rappelons tout d’abord que A = (), Ug>, Ak. Fixons r € N*. Puisque les
ensembles B, = U, Ax sont décroissants, A = (>, By : il suffit donc de montrer que, pour
tout n > r, B, € A" pour montrer que A € A". Or, pour chaque n > 1, B, = Mie>n Ak
appartient & A" puisque Ay € Fj. La suite de tribus A" étant décroissante, pour tout n > r,
B, € A". Donc A € A" ; ceci étant valable pour tout r € N*, A est asymptotique.

Théoréme 15 (Loi du « tout ou rien » de Kolmogorov). Soit (F,)nen+ une suite de tribus
indépendantes. Alors,

VA e A™, P(A)=0 ou P(A)=1.

Démonstration. D’apres le Corollaire 4, pour tout n > 1, les tribus U, et A™*! sont indépen-
dantes. Comme A>® C A"t A* et U, sont indépendantes pour tout n € N*. On a donc,

VAe A, vBel] U,  P(ANB)=PA)P(B).

La suite de tribus U,, étant croissante, |J,,~; Uy, est un m—systeme. Il contient €2 et engendre la
tribu Uy, = o(Fp, n > 1); voir le Lemme 3 et la remarque de la page 25. La Proposition 2,
implique donc que les tribus Uy, et A sont indépendantes : on peut donc prendre, dans la
formule précédente, B € Uy. Or la tribu A est incluse dans Uy : on peut donc prendre
B = A. Par conséquent, pour tout A € A,

P(A) =P(ANA) =P(A)P(A),
et donc P(A) =0 ou P(A4) = 1. O

Avant de passer a une conséquence de la loi du tout ou rien, revenons un instant sur les lemmes
de Borel-Cantelli. Soit (A, )N une suite d’événements indépendants. Par définition, les tribus
0(A;,) sont indépendantes. Or nous avons vu que lim sup 4,, est un événement asymptotique de
cette suite. Il est donc normal au vu du résultat précédent que P(limsup 4,,) vaille 0 ou 1 pour,
répétons-le encore, des événements indépendants.

Corollaire 16. Si (F,)nen+ est une suite de tribus indépendantes, toute variable aléatoire réelle
asymptotique (c’est a dire A —mesurable) est presque sirement constante.

Démonstration. Soit X une v.a.r. asymptotique. Montrons qu’il existe une constante réelle ¢
telle que P(X = ¢) = 1. Notons F' la fonction de répartition de X. La variable aléatoire X
étant A*°—mesurable, {X < t} est un événement asymptotique pour tout réel ¢. La suite (Fy,)N
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étant indépendante, pour tout t € R, F(t) = P(X < t) = 0 ou 1. Considérons I'élément de R
¢ = inf{u € R : F(u) = 1} ou inf () = 4o00. Notons qu’il existe deux réels s et ¢, s < t, tels
que F(s) = 0, F(t) = 1. En effet, comme lim;_,_, F(t) = 0 et lim;_,1o F(t) = 1, il existe
deux réels s et ¢ tels que F'(s) < 1/2 et F(t) > 1/2. On a donc F(t) = 1 et F(s) = 0. Par
conséquent, ¢ € R. F étant croissante, on a, par définition de la borne inférieure, F(t) = 1 si
t>cet F(t) <1sit<c,soit F(t) =0 pour ¢t < c. F est continue & droite donc F'(c) = 1. Par
suite, F'(t) = 1r (t —c) et P(X =¢) = F(c) = F(c—=) =1-0=1. O

Cas des variables aléatoires. Comme d’habitude, le passage des tribus aux variables aléa-
toires se fait par l'intermédiaire de la tribu engendrée par une variable aléatoire. Plus précisé-
ment, nous noterons o(X;, i > n) la tribu

o(Xi, i >n)=0(0(X;), i >n).
Pour une suite (X, ),>1 de variables aléatoires, la tribu asymptotique de cette suite est donc

A% = o(Xi i >n),

ce qui correspond bien a la définition précédente avec F,, = 0(X,,), A" = o(X;, i > n).
Si (Xp)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes, nous venons de voir que,

pour tout A € A, P(A) =0 ou 1, et que, pour toute v.a.r. X A>*—mesurable, X était presque
sirement constante.

Une question se pose alors : peut-on caractériser les événements (ou les variables réelles)
asymptotiques d’une suite de variables aléatoires ? Il faut retenir la chose suivante : un événement
ou une variable aléatoire est asymptotique si et seulement si on peut le décrire, pour tout r» > 1,
a l'aide des variables X,,, n > r. Avant de donner un sens plus précis a cette assertion, voyons
sur des exemples sa signification.

Ezemple. Soit (X,,)N+ une suite de v.a.r. Montrons que 1’événement
A={weN: X,(w) converge dans R}

est un événement asymptotique et que la variable aléatoire X (w) = 14(w) limy,—s 4o Xp(w) est
également. La raison fondamentale est : la convergence d’une suite comme la limite d’une suite
ne dépend pas des premiers termes de cette suite. On a donc, pour tout r € N*,

A={weN: X, ,(w) converge dans R} ;

ce dernier ensemble appartient a A" puisque, R étant complet,

A= mkzz1 UNZI mpeN {’X“FN — XNl Tk} '

Essayons de donner un argument qui s’écrit plus facilement. Commencons par remarquer que
liminf X, est une v.a. numérique asymptotique de la suite X,,. Rappelons tout d’abord que
lim inf X, (w) = sup,,>; infy>, Xi(w). La suite de v.a. numériques infy>, X}, étant croissante, on
a, pour tout r € N*,

liminf X,, = sup,,>, infz>, Xj.

(pour tout r, on décrit la liminf X,, a l'aide des v.a.r. X, k > r.) Or, pour tout k > r, X est
0 (X)-mesurable et donc A"-mesurable puisque A" = o(X;, i > r). La v.a. sup,,>, infg>, X} est
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donc A"-mesurable. Finalement, pour tout > 1, lim inf X,, est A"—mesurable ce qui signifie que
liminf X, est asymptotique. On montre de la méme maniere que limsup X, est asymptotique;
je vous conseille de le faire. L’ensemble B = {w € Q : liminf X,,(w) = limsup X,,(w)} est donc
asymptotique; or w € B si et seulement si la suite X, (w) converge dans R. Pour établir que A
est asymptotique écrivons que A est I'intersection des trois événements asymptotiques

A = BN {liminf X,, > —oo} N {limsup X,, < +o0}.

La variable X = 14 lim,_, o, X, est asymptotique puisqu’elle est égale & 14 limsup X,,. En
résumé, si la suite (X, ),>1 est indépendante, de deux choses I'une : ou bien, presque stirement,
elle ne converge pas dans R, ou bien, presque stirement, elle est convergente. Dans le second
cas, la limite X est une v.a.r. asymptotique qui est donc presque stirement constante.

Nous nous intéresserons plus loin dans le cours a la convergence de la suite de v.a.r. n=15,
ott S, = 3, Xi. Montrons que I'ensemble C = {n~1S,, converge dans R} est un événement
asymptotiqué de la suite X,,. Pour cela il suffit de remarquer que, liminf n=15,, et limsupn~19,
sont des variables asymptotiques de la suite X,,. En effet, nous avons — c’est pareil pour lim inf
— puisque n~1S,_1 converge vers 0 si n — 400, r étant fixé,

1 1 1&
lim sup —S,, = limsup —(S,—1 + Sp — Sy—1) = limsup — ZXi‘
n n n

=7

Par conséquent, pour tout r» € N*, limsupn~1S,, et liminf n~1S,, sont des variables aléatoires
0 (X, ¢ > r)—mesurables.

C = {liminf n™1S, = limsupn=1S,} N {liminf n=1S, > —oo} N {limsupn 1S, < +oo}

est donc un événement asymptotique. La variable aléatoire 1¢ limn~1S, = 1¢ liminfn~19,
I'est aussi. Si la suite (X,,),>1 est indépendante, n~LS, converge dans R avec probabilité 1 ou
diverge avec probabilité 1 et, dans le premier cas, la limite est déterministe.

Variable aléatoire & valeurs dans un produit dénombrable. Soit (X,),eN+ une suite de
variables aléatoires a valeurs dans (E,, £,). Nous avons, dans le paragraphe précédent, construit
la tribu « produit dénombrable », ®,>1&, sur le produit cartésien £ = [],,~; Ey. C’est la tribu
engendrée par la famille R des ensembles By x ... X B, X [[;5, Ei, n € 1\_1, B; € &. On peut
considérer toute la suite X = (X,),>1 comme une application de €2 dans le produit E et se
demander si ¢’est une variable aléatoire, c’est a dire une application mesurable par rapport aux
tribus F et ®,>1&,. En fait, tout marche comme dans le cas fini, c’est a dire que X est une
variable aléatoire si et seulement si chacune de ses composantes sont des variables aléatoires. En
effet, si X est une v.a. {X,, € B,,} = {X € [[;.,, Ei X By, X [I;~,, Ei} appartient & F pour tout
B, € &, et tout n € N*. Réciproquement, si toutes les X, sont mesurables, pour tout R € R,
R=DBi x...x By x[Lis, Ei,n € N, B; € &, {X € R} =Ni<,{X; € B;} appartient & F. Ceci

montre que X est une v.a. puisque R est un m-systéme engendrant ®,>1&,,.

On peut alors essayer de comparer les deux tribus o(X;, i > 1) = 0(0(X;), i > 1) et 0(X)
ou X est a valeurs dans le produit E. En fait, ces deux tribus sont égales. En effet, d’apres le
second point de la Proposition 6, 0(X) est engendrée par le m-systéme X ~!(R). Mais via le
Lemme 3, la tribu o (X;, i > 1) est engendrée par le m—systéme

C = {ﬂignAi’ nc N-*7 A; € O'(XZ)} .
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Or d’apres le premier point de la Proposition 6, A; € 0(X;) si et seulement s’il existe B; € &;
tel que A; = {X; € B;}. Comme nous l'avons déja dit, si R = By x ... X By X [[;x, Ei,
{X € R} =Ni<p{X; € B;}. On a donc R = C. Les deux tribus sont donc égales.

Essayons de voir quelques conséquences de ce résultat. Tout d’abord on peut remarquer la
chose suivante.

Proposition 17. Soit (X,)N une suite de variables aléatoires indépendantes et (Ii)kex une
partition de N avec K = N* ou K = {1,...,p}. On définit, pour tout k € K, la variable
aléatoire — a valeurs dans un produit — Yy, = (X;)ier, . Alors les variables aléatoires Yy, k € K,
sont indépendantes.

Démonstration. Nous devons montrer que les tribus o(Yy), & € K, sont indépendantes. Or
d’apres la caractérisation précédente, pour tout k € K, la tribu o(Yy) est égale a la tribu
0(X;, i € I;) qui par définition est la tribu o(o(X;), ¢ € I). Mais via le Corollaire 4, les tribus
o(0(X;), i € I), k € K, sont indépendantes. O

En particulier, dans le contexte de la proposition précédente, si f, est une application
mesurable alors les f,(Y,) sont encore indépendantes. Voici un exemple d’application. On
part d’'une suite (X, )n de variables réelles indépendantes. On considére alors le temps d’ar-
rét T =1inf{n >0: Xo, > 1} et p=,5027"(1 + | X2n41]) 7L Alors 7 et p sont indépendantes
puisque 7 ne dépend que des X; pour i pair et p seulement des X; pour ¢ impair : il suffit de
considérer la partition formée par les pairs d’un c6té et les impairs de 'autre.

Remarque. Le résultat précédent s’applique au cas d’un nombre fini n de variables aléatoires. Il
suffit de prendre, pour i > n, X; constante pour se ramener au cas d’une suite; en effet, si X;
est constante o(X;) = {0, Q}.

Revenons a présent a la tribu asymptotique d’une suite (X,,)n. Une variable réelle Y est
asymptotique si elle appartient a la tribu o(X,, n > r) pour tout » € N. Or nous venons de
voir que cette tribu est la tribu engendrée par la variable X() = (Xi)i>r. D’apres la remarque

de la page 29, il existe une fonction mesurable f,. telle que Y = f, (X (’”)). On retrouve bien ici
I’idée qu’une variable asymptotique s’exprime a partir des X;, ¢ > r, et ceci pour tout r.
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Master 1 année, Cours G12 : Probabilités de base

Chapitre I1I.  Convergence d'une suite de variables aléatoires

Le but de ce paragraphe est d’étudier les différents types de convergence pour une suite
de variables aléatoires (X, )nen disons pour simplifier a valeurs dans R?. Nous distinguerons
quatre type de convergence qui se divisent en deux catégories. La premiere concerne les modes
de convergence « trajectorielle » pour lesquels on peut déduire une information plus ou moins
précise sur la convergence de la suite X, (w) a w fixé. Dans ce cas de figure, les variables aléatoires
sont définies sur le méme espace probabilisé (2, F,P). La convergence en loi, quant a elle, ne
concerne pas directement la convergence de la suite d’applications mesurables X,, mais traite de
la convergence de la suite de mesures de probabilité Px, .

1. Convergence trajectorielle.

Dans tout ce paragraphe, on se place sur un espace probabilisé (€2, F,P) et on considére
une suite (X, )nen de variables aléatoires a valeurs dans R définies sur cet espace ainsi qu’une
variable X également & valeurs dans RY. On désigne par |z| la norme euclidienne de = € R%;
dans RY, toutes les normes sont équivalentes et le choix de la norme euclidienne est arbitraire.

Commencons par des notions que vous connaissez déja.

Définition. La suite (X,,),en converge presque stirement vers X s’il existe N € F tel que
P(N)=0et
Yw e N°¢, lim X,(w) =X (w).

n—-+o00

On dit aussi que (X,,)nen converge vers X avec probabilité 1 puisque I’ensemble N¢ précédent
sur lequel X, (w) — X (w) est de mesure un.

Bien évidemment (justifiez-le) X, = (X}, ..., X9) converge P-p.s. vers X = (X!,..., X%) si
et seulement si, pour tout ¢ =1,...,d, X}, converge vers X* presque siirement.

La convergence presque siire est facile a caractériser. En effet,
Proposition 1. (X,,)nen converge vers X presque stirement si et seulement si
Ve >0, P(lim sup{|X, — X| > ¢}) = 0.

Démonstration. La condition est nécessaire. Fixons ¢ > 0. Si w € limsup{| X, — X| > ¢}, il
existe une infinité d’entiers n pour lesquels | X, (w) — X (w)| > ¢ et la suite X,,(w) ne converge
pas vers X (w). En d’autres termes, limsup{|X,, — X| > ¢} C {X,, — X }¢ et donc

P(limsup{| X, — X| >¢}) <1-P(X,, — X) = 0.
La condition est également suffisante. Considérons N = (J,cn limsup {|X,, — X| > 27"}. On

P(N) < Y P (limsup {|X, — X|>27"}) = 0.
reN
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Si w € N¢ pour tout 7 € N, w € liminf{|X,, — X| < 27"} et par suite, il existe un entier n,
tel que pour tout k > ny,, |Xi(w) — X(w)| < 27". X, (w) converge donc vers X (w) pour tout
w € N°€. O

Corollaire 2. Si, pour tout ¢ > 0, 37, 5P (| X,, — X| > €) < +00 alors (Xp)nen converge vers
X presque sturement.

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli. O

Ezercice. Soit (X,)nen une suite de variables indépendantes. Montrer que la suite (X, )neN
converge vers 0 presque stirement si et seulement si pour tout € > 0, 3-,50 P(|X,| > €) < +oc.

Remarque. Si (X,)nen est une suite de variables aléatoires identiquement distribuées, n=1X,
converge vers 0 des que Xy est intégrable. En effet, on a, pour tout € > 0,

> P(|Xnl > ne) =Y P(|Xo| > ne) = > P(e [ Xo| >n) ;

n>0 n>0 n>0

cette quantité est finie si et seulement si E [e71|X(|] < 400 c’est & dire si et seulement si | Xo|
est intégrable.

Si les X, sont de plus indépendantes cette condition est également nécessaire. En effet,
dans ce cas via les lemmes de Borel-Cantelli, P(lim sup{|X,,| > ne}) = 0 si et seulement si
> on>0 P(|Xn| > ne) < +oo.

On a également un résultat analogue lorsqu’on controle les accroissements de la suite X,.
Plus précisément,

Lemme 3. Soit (e,)neN une suite de réels positifs telle que Y, ~oen < +00. Supposons que
> on>0 P(|Xnt1 — Xn| > &) < +o0. Alors (Xp)nen converge presque sirement.

Démonstration. Ecrivons pour établir la convergence que

n—1

Xn(w) = Xo(w) + D [Xpp1(w) — Xp(w)] .-
k=0
D’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(lim sup{|X,,+1 — X,| > €,}) = 0. Or si w appartient a
liminf{|X,,+1 — Xn| < en}, il existe un entier n,, tel que Yk > ny,, | Xgt1(w) — Xi(w)| < e la
série définissant X, (w) est alors absolument convergente. O

Voici quelques propriétés immédiates de la convergence presque stire. Si (X,,)neN converge
vers X presque strement et si f : R? — RY est une fonction continue alors (f(X,))neN
converge vers f(X) presque stirement.

Si (X, )nen converge vers X et Y presque stirement alors X et Y sont égales presque stire-
ment ; d’autre part, si pour tout n > 0, X,, = Y,, presque slirement, alors X,, converge vers X
presque stirement si et seulement si Y,, converge vers X presque slirement.

On note £° 'ensemble des variables aléatoires & valeurs dans R? et LO l’espace quotient
L0\ ~ ol ~ est la relation d’équivalence définie par X ~ Y si X = Y presque stirement. Les
deux remarques précédentes montrent que la convergence presque sire se définit sur l’espace
quotient LY.

Continuons avec une notion que vous connaissez : la convergence dans LP. Soit p > 1 un
réel. Une variable aléatoire X (dans R%) posséde un moment d’ordre p si E[|X|P] < +o0; ceci
signifie que chacune de ses composantes sont de puissance p® intégrable. On note X € LP.
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Définition. Soit (X, )nen C LP. (X,,)nen converge vers X en moyenne d’ordre p ou encore
dans LP si
lim E[|X,— X|P]=0.

n——+oo

Ceci est, comme pour la convergence presque siire, équivalent a la convergence de chacune
des composantes. Si (X, )nen C LP converge vers X en moyenne d’ordre p alors X appartient a
LP.

Lorsque p = 1 on parle de convergence en moyenne, et pour p = 2 de convergence en moyenne
quadratique.

La convergence en moyenne ne reléve en réalité que des classes d’équivalences modulo 1’égalité
presque stire. On note LP I'espace quotient £P/ ~. Rappelons le résultat central que vous avez

vu en intégration. Pour X € LP, on note || X||, = E[|X|?]?.

Théoréme 4. Pour tout p > 1, (L?,|| - ||,) est un espace de Banach.

Finissons par une propriété propre au fait que nous travaillons sur un espace probabilisé.

Proposition 5. Soit (X,)nen C L2. Si (X,)nen converge vers X dans L7 alors (Xp)neN
converge vers X dans 1P pour tout p < q.

Démonstration. D’apres I'inégalité de Holder, on a

E[|[Xn — XP] S E[[Xn — X|°]

2
q
Le résultat découle immédiatement de cette inégalité. O

Signalons également que le théoreme de convergence dominée permet de passer de la conver-
gence presque stlire a la convergence en moyenne.

Théoréme 6 (Convergence dominée). Soient (X, )nen et X des variables aléatoires. Supposons
que (Xp)nen converge vers X presque stirement. S’il existe une variable aléatoire Y telle que,

Vn>0, | X, <Y P-ps, e YelP
alors (Xpn)nen C LP et converge vers X dans LP.
Remarque. On peut également considérer le cas p = 4+00. Rappelons que
| X||oo = esssup|X| =inf{c > 0:P(|X]| > ¢) =0} = min{c > 0: P(|X| > ¢) = 0}.
(L, || - ||oo) est également un espace de Banach.

Notons que, puisque nous travaillons avec une mesure de probabilité, si (X, )n,en converge
vers X dans L* alors X,, converge vers X dans LP pour tout p > 1. La convergence dans L
entraine également la convergence presque sfire.

Ezemple. Soit (X, )nen+ une suite de variables réelles indépendantes. La loi de X, est donnée
par P(X,, =0)=1—p,, P(X, =2p,) =ppou 0 < p, < 1let x, > 1.

Les variables étant indépendantes (cf. exercice de la page 42), X,, converge presque stirement
vers 0 si et seulement si, pour tout ¢ > 0, Y, 5o P(|Xy| > €) < 400 c’est & dire si et seulement

si Y >0Pn < 00 (zn > 1).
(Xn)nen converge dans LP vers 0 si et seulement si E [| X,|P] = 22 p,, — 0.
e p,=2"" x, =2": X, converge vers 0 presque stirement mais pas dans L';
e pp =n"1, x, =1: X, converge vers 0 dans LP pour tout p > 1 mais ne converge pas
vers 0 presque stirement ;
e p, =n"2 x, =n: X, converge vers 0 dans L' mais pas dans L?.
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Convergence en probabilité.

Nous en venons a présent a une notion nouvelle de convergence : la convergence en probabilité.
Rappelons encore une fois que les variables X,, et X sont & valeurs dans R¢.

Définition. La suite (X,,)nen converge vers X en probabilité si :

Ve > 0, lim P(|X, —X|>¢)=0.
n—-+oo

Pour nous familiariser avec cette notion commencgons par un résultat qui nous ramene au cas
de variables réelles.

Proposition 7. X, = (X%,...,Xﬁf) converge en probabilité vers X = (Xl,...,Xd) st et

seulement si, pour tout i = 1,....d, X} converge en probabilité vers X°.

Démonstration. La condition est nécessaire puisque, pour tout ¢ < d et tout € > 0,

P(\Xﬁl — X

>5) <P(|X, — X| > e).

Pour établir la suffisance, observons que {|X,, — X[ > e} C Uj;<4 {]Xﬁb - X > 5/\/&} En
effet, si, pour tout i < d, | X (w) — X' (w)| < e/+/d alors

1
2

i ir zI?
Xale) = X(@) = (X, [Xiw) - X)) <
il suffit alors de passer au complémentaire. Par suite, on a

P(X, - X|>e) <Y, P (]Xg _x

> e/ \/ﬁ) :
Le membre de droite tend vers 0 puisque c’est une somme fini de termes tendant vers 0. O

Remarque. Si (X, )nen converge en probabilité vers X et vers Y, alors X =Y presque stirement.
En effet, si € > 0, utilisant le méme argument que dans la démonstration précédente, on a, pour
tout n > 0,

P(|X —Y|>e¢e) <P(X, - X|>¢/2)+P(|X,, - Y| >¢/2).
Comme le majorant de cette inégalité tend vers 0 si n — 400, on en déduite que, pour tout
e>0,P(|X —Y]|>¢) =0 ce qui donne I’égalité presque stire de X et Y.
Ezxercice. On suppose que (X, )nen converge vers X en probabilité et que, pour tout n > 0,
| X| <Y presque stirement. Montrer que | X| <Y presque stirement.
Indic. P(|X|>Y +¢) <P(|X,| >Y)+P(|X, — X]| > ¢).

Proposition 8. Soit f: R — R une application continue. Si (X,)neN converge vers X en
probabilité alors (f(Xn))nen converge vers f(X) en probabilité.

Démonstration. Nous allons utiliser 'uniforme continuité de f sur les compacts. Fixons € > 0
et a > 0; il existe 1., > 0 tel que

7| <aet |z —y| <nea = |f(z) - fY) <e
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En particulier, {|X| < a} N {|X,, — X| < neo} C {|f(X,) — f(X)] < e} et par passage au
complémentaire

{If(Xn) = F(X)| > e} € {IX] > a} (J {1 X0 = X[ > e} -
Par conséquent, on a I'inégalité
P(If(Xn) = F(X)] > ) SP(X] > a) + P(X — Xn| > 1.0),
qui conduit a
limsup B(|f (X,) — F(X)] > ) < B(X| > a) + limsupP(|X — X,| > nea).

Comme X, converge vers X en probabilité et n., > 0, limsupP(|X — X,,| > n.4) = 0 et
finalement,

Va > 0, limsup P(|f(X,) — f(X)| > ¢) <P(|X]| > a).

On conclut en remarquant que, X étant & valeurs dans R%, lim,_, 1 P(|X| > a) = 0. O

Donnons des exemples d’application de ce résultat. On considere deux suites X, et Y;, conver-
geant en probabilité vers X et Y et «,, une suite de réels convergeant vers a.. Alors X,,Y,, converge
vers XY en probabilité et X,, + a,,Y; converge en probabilité vers X + aY.

Proposition 9. Si (X,)neN converge vers X presque sirement ou dans L' alors (X,)nen
converge vers X en probabilité.

Démonstration. Supposons tout d’abord que X, converge vers X presque stirement. Soit € > 0.
OnalP(X,—X|>¢)=E {1]67+OO[(]Xn - X|)} ;or 1. 1 oo((|Xn — X|) converge vers 0 presque
sirement par hypothese et 0 < 1j. (| Xn — X|) < 1. Le résultat découle du théoreme de
convergence dominée.

Si X, converge vers X en moyenne, 'inégalité de Markov
E[|X, - X
P(|X, — X|>¢) < [”EH
donne le résultat. O

Ezemple. Reprenons I'exemple de la page 43. Pour ¢ < 1, P(|X,,| > €) = p,,. X, converge vers 0
en probabilité si et seulement si p,, — 0. Pour p,, = n~! et x,, = n, X,, converge en probabilité
vers 0 sans converger presque slirement ou en moyenne.

Comme nous venons de le voir la convergence en probabilité n’implique pas la convergence
presque siire. Toutefois, on peut montrer le résultat suivant.

Proposition 10. Si (X,,)nen converge en probabilité vers X, il existe une sous-suite (Xp, )reN
qui converge vers X presque sirement.

Démonstration. Pour tout r € N, limy, oo P (|Xn - X| > 2_’”_1) = 0. Il existe donc un entier
n, tel que

Yo >n,, P <|Xn ~X|> 2—T—1) < o1,
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On peut supposer la suite n, strictement croissante puisque si n, convient n, + 1 convient
également. On a alors, pour tout » € N,

P (| Xy = X, | > 27) <P ([ Xy = X[ > 277 4P (X, - X| > 2777 1) <277

r+1

Le Lemme 3 montre que la suite (X, )ren converge presque sirement. Appelons Y la limite.
X, converge vers Y presque stirement donc en probabilité d’apres la Proposition 9. Or X,
converge vers X en probabilité puisque c’est une sous-suite de X,,. Donc X et Y sont égales
presque stirement — cf. Remarque p. 44 — et X,,, converge vers X presque siirement. [

Remarque. En fait, X,, converge vers X en probabilité si et seulement si de toute sous-suite X,
on peut extraire une sous-suite qui converge vers X presque siirement. Justifions-le.

Si X, converge vers X en probabilité, toute sous-suite X, converge vers X en probabilité.
On donc extraire de la suite X, une sous-suite qui converge vers X presque siirement : c’est le
résultat précédent.

Réciproquement, supposons que X, ne converge pas vers X en probabilité. Il existe € > 0 et
a > 0 tel que
VneN, dp>n, P(|X,—X|>¢e)>a.

On construit ainsi une suite strictement croissante d’entiers n’ telle que P(| X,y — X| > ¢) > «.
On peut extraire de la sous-suite X, une sous-suite X,, convergeant vers X presque sfirement
et donc en probabilité. Ceci est incompatible avec le fait que

Vr e N, P(|Xn, — X|>¢€) > a.
Critére de convergence. Il est parfois bien utile de disposer de criteres de type Cauchy pour
établir la convergence d’une suite de variables aléatoires.

Proposition 11. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires dans RY.

1. (X,)neN converge presque sirement si et seulement si

Ve > 0, nll)ﬁloop (Suprzo |Xn+7n — XTL’ > E) =0 ;

2. (Xn)nen converge en probabilité si et seulement si

VE > 0, hm Supr>op(’Xn+r — X'I’L’ > 5) = 0 7
n——+oo =

3. (Xn)nen C LP converge en moyenne d’ordre p si et seulement si

lim sup,>oE [[Xn4r — Xn[] = 0.

n—-+00

Démonstration. Le troisieme point de la proposition n’est rien d’autre que la complétude de LP.
Je vous renvoie donc a votre cours d’intégration.

Passons a la convergence presque siire. Supposons dans un premier temps que (X, )neN
converge presque siirement. R¢ étant complet la suite (X, )nen est de Cauchy presque stirement :
ceci signifie que sup,~q | Xn+r — Xy | converge vers 0 presque stirement lorsque n — +o0. Cette
variable aléatoire converge donc aussi vers 0 en probabilité et par suite

Ve > 0, nErJIrlOOIP’ (suprzo | Xppr — Xon| > z-:) =0.
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Réciproquement, supposons cette derniere condition satisfaite. Notons V,, la variable aléatoire
Vie = SUPp>p g>n | Xp — Xg|. La suite (Vi (w))nen est décroissante et minorée par 0 (pour tout
w € Q). V,, converge donc presque slirement vers une v.a. disons V. On a d’autre part, d’apres
I'inégalité triangulaire, V;, < 2sup,~q | Xn+r—Xp| : la suite V;, converge donc vers 0 en probabilité
puisque

P(Vy > &) < P (250p,5 [Xnsr — Xa| > ) =P (sup,50 [Xnpr — Xa| > 2/2).

V., converge vers V presque siirement et vers 0 en probabilité; donc V = 0 presque slirement.
Ceci montre que (X, )neN est presque stirement de Cauchy et donc presque stirement convergente
puisque R? est complet.

Finissons par la convergence en probabilité. Si (X,,),en converge vers X en probabilité, on
a, pour tout r € N, puisque | X4, — X;| < | Xppr — X| + | X, — X|,

P Xntr = Xal > ) < P Xntr — X| > £/2) +P(|Xo— X| > £/2) < 250p4, P(1Xp — X| > 2/2) ;
le majorant tend vers 0 d’ou le critere. Si a présent
Ve >0, lim sup,>qP (| Xpsr — Xn| >¢) =0,
n—-+o0o =

on construit une suite strictement croissante d’entiers n, telle que
supg>o P (| X, 11 — Xp, | >277) <277

En particulier, P (|X,,,,, — Xp,| >27") < 27". D’apres le Lemme 3, la sous-suite (X, )ren
converge presque stirement et donc en probabilité disons vers X. On a alors

P(IXy— X|>¢) < P(|Xn, — Xi| > £/2) + P(|Xn, — X| > 2/2)

<
< SUPP(|XI€+T - Xk‘ > 5/2) + P(|X7’Lk - X’ > 5/2>'
r>0

Pour conclure, il suffit de remarquer que les deux termes de la majoration tendent vers 0 lorsque
k — 4o00. O

Remarque. Cette proposition montre en particulier que la convergence en probabilité ne dépend
que des classes d’équivalence des variables aléatoires. En fait, sur L?, si on définit

I(X,)Y)=inf{c >0, P(|X - Y| >¢) <c},
on obtient une distance et (LY, §) est un espace métrique complet. De plus, la convergence pour

la métrique J est la convergence en probabilité.

2. Convergence étroite et convergence en loi.

Nous passons a présent a une notion de convergence d’un autre type : la convergence en
loi. En fait, la convergence en loi d’une suite de variables aléatoires (X, )nenN est la convergence
étroite des mesures de probabilité Px, . Nous commencons par ce point.

47



2.1. Convergence étroite.

On considére, dans tout ce paragraphe, une suite (jt,)nen de probabilités sur R? et u une
probabilité sur R%. Rappelons que Cp désigne 1’ensemble des fonctions f : R — R continues et
bornées, C. ’ensemble des fonctions continues a support compact, Cy celui des fonctions continues
tendant vers 0 si |z| — +o0.

Définition. On dit que (u,)nen converge étroitement vers p si

vieG®,  lm [ f@ ) = [ @) u(do)

n—+oo JRd
Commencons par une proposition tres similaire a la Proposition 10 du Chapitre 1.
Proposition 12. Soit H C Cy(RY) tel que C.(RY) C H (I’adhérence pour || - |l ). Une suite de
probabilités (pn,)neNn converge étroitement vers une probabilité p si et seulement si

vier,  dim [ f@) ) = [ f@ ).

n—+oo JRd

Démonstration. Montrons d’abord le résultat dans le cas H = C.. On utilise un argument de
troncature. Considérons, pour r» > 0, la fonction 6, : Ry — [0,1] suivante : 6,(x) = 1 si
0<z<r 6.(r)=0siz>2r 0, estaffine entre r et 2r. Voir le graphe 1.

A

Fonction de troncature

2r

B T T p——

FIGURE 1 — Graphe de la fonction 6,.

Soit f une fonction continue bornée. Si v est une probabilité sur R?, on a

vdo) = [ F@0n (el vide) + [ F@)1L=0n(a])] vide),
<1l (1= [ 0rtlal) vids)).

< | [ £@8 (el (o) ~ [ F@6 ) uldo)

Hloe (2= [ el (o) = [ 6. i) )

Pour tout r > 0, les fonctions = +—— 6,.(|z|) et = — f(z)0,(|x|) sont continues & support
compact de sorte que

L F@0 (e aldz) — [ f@0 (el i), [ 0n(fal) nldr) — [ 0:(a]) (o).

et

/ , F@I1 = 6,(e)] v(d)
R

Par suite, on obtient I'inégalité

[ i@t~ [ @ uldo
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Par conséquent, pour tout r > 0,

)| <20l (1= [ 0z i) )

Pour conclure remarquons que, par convergence dominée — lim, _, 1 6,(|z|) = 1 pour tout 2 € R?
et 0 <0,(|z]) <1 -,

lim sup ‘ / f(x) pn(dx) / f(x) p(dx)

lim [ 6,(2]) pldz) = p(RY) = 1

r—+oo JRd

Supposons a présent que le passage a la limite puisse se faire pour les fonctions appartenant
H ou C. C H. Soit f € C.. Pour toute fonction h € H, on a — cf. preuve de la Proposition 10 du

Chapitre I -
<| [ he) o) = [ i) )
Rd

’/Rd x) pin(dx) — /f p(dx)
hmsup‘/ f(x) pn(dz) /f

et donc, pour toute h € H,
Comme C. C H, infpey ||f — hlloo = dist(f,H) = 0; cette derniere observation conduit au
résultat. O

+2[[f = hlloo,

< 2[[f = hlloo-

La continuité de la fonction f dans la définition est essentielle. En particulier, si (pn)nen
converge étroitement vers p, il est faux en général que p,(B) converge vers u(B) lorsque B est
un borélien. Par exemple, d; ,, converge vers dg étroitement et d,/,({0}) = 0 pour tout n tandis
que dp({0}) = 1. Toutefois, on peut montrer le résultat suivant.

Théoréme 13. Soient (in)nen et i des probabilités sur RY. On a équivalence entre
1. (pn)neN converge étroitement vers p ;

F);

. pour tout ouwvert G, u(G) < liminf pu,(G) ;

2. pour tout fermé F, limsup pu, (F) < p

3

4. pour tout borélien B tel que (E\Bo =0, limp— 400 ptn(B) = u(B) ;
5

(
(

. pour toute fonction f bornée telle que u(Dy) =0 — Dy désigne l’ensemble des points de
discontinuités de f —

lim [ f(@) o) = [ (@) u(do)

n—+o0 JRd

Démonstration. e Supposons que (fin)neN converge étroitement vers p et prenons un fermé F
de RY. La fonction fi(x) = (1 + d(x, F))~* est continue et bornée pour tout k& € N*; de plus
fr(z) décroit vers 1p(x). On a, pour tout k > 0,

lim sup pr, (F) < limsup /Rd fr(x) pn(dx) = /Rd fr(z) p(dx).

Par convergence dominée, limy_, ~ [ fr(2) p(dz) = p(F) et donc limsup p, (F) < p(F).

e Les points 2 et 3 sont équivalents par passage au complémentaire.
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e Les points 2 et 3 entrainent la 4¢ assertion. En effet, on a B° C B C B. Par conséquent,
wu(B®) < liminf pu, (B°) < liminf p,(B) < limsup p,(B) < limsup u,(B) < u(B).

Si u(B\B°) =0, u(B) = u(B°) = u(B) et pu(B) = liminf p,(B) = limsup u,(B).

e La partie plus délicate consiste a montrer que cette derniere propriété implique le point 5.
Soit f : RY — R une fonction bornée. L’ensemble {t eR:pu ({1: cR?: f(z) = t}) > O} est
un ensemble au plus dénombrable : c’est I’ensemble des points de discontinuités de la fonction
de répartition de la variable aléatoire f définie sur (RY, B(RY), i1). Son complémentaire D est
donc dense. Soit ¢ > 0 tel que ||f|lc < c. Soit € > 0; il existe un nombre fini de points
1 <ty <tz <...<t,de D tel que t; < —c, t, > c et max;<, |t; — t;_1| < €. Considérons la
fonction g(z) = Y= t; 1,4,,((f(2)). On a

Ve eRY|f(x) - g(w)] < max|t —tia| <e,
de sorte que

F(@) ) = [ 1@) ) +2e,

<[ o@ mldo)~ [ gla)n(da)

‘Rd

D’autre part, pour tout n > 0,

| 9(@) palde) = zt pn ({2 € RY: f(2) € 11, tisal})

et la méme formule est valable pour pu. Il reste donc a montrer pour conclure que, pour tout
i <r—1, la frontiere de B = {JJ eR?: f(z) € [ti,tiH[} est de p—mesure nulle. Remarquons
pour cela que

{geDfiti< fz) <tin} B, Bc{oeDf:t; < f(x) <t} UDy;

par suite, B\B°® C Ul_;{z € R%: f(x) = t;} U Dy. Comme les t; sont dans D°, le résultat s’en
suit.

e Le fait que cette derniere propriété implique la convergence étroite est immédiat. O

Nous passons a résultat reliant la convergence étroite a celle des transformées de Fourier des
probabilités. Nous admettrons partiellement ce théoréme dii & Paul Lévy.

Théoréme 14 (Paul Lévy). Soit (tn)nen une suite de probabilités sur R

Si la suite de fonctions (fin)neN converge simplement vers une fonction @ continue au point
0, il existe une probabilité p sur R telle que © = [i et (jn)neN converge étroitement vers pi. De
plus, la convergence de [, vers fi est uniforme sur tout compact de RY.

Nous nous contenterons d’établir le corollaire suivant tres utilisé en pratique.

Corollaire 15. Soient (pin)neN et o des probabilités sur R, (i, )neN converge étroitement vers
p si et seulement si (fin), o converge simplement vers [i.

11 suffit donc d’établir que limy,—, 1o i1, (t) = () pour montrer la convergence étroite de iy,
vers p. Nous verrons des exemples un peu plus loi.

50



tT est continue bornée, la convergence étroite implique la

Démonstration. Comme z +— ¢!
convergence simple des transformées de Fourier.
Supposons la convergence simple de fi, vers fi. Rappelons que d’apres la Proposition 12 du

Chapitre I, on a, pour toute fonction f € C,, et tout € > 0,

[ i@ mdn) ~ [ @) uido)

< ‘/Rd F(@)Us () da| + 2wy (eVd), (1)
ou (,Uf(T]) = SUP|z—y|<n |f(x) - f(y)| et
Unta) = [ et H(e) () — f(t) da.

avec H(t) = h(ty)...h(tq) et h(s) = 212922 n(0) = L. En particulier, t — H(et) est

™
intégrable sur R%. Montrons que, € étant fixé, Ut () converge vers 0, lorsque n — 400, pour

tout = € R%. Fixons z; on a
vEERY e H(et) () — A)| < [H ()] min (2 () = GO
Cette inégalité permet d’appliquer le théoreme de convergence dominée, pour obtenir
veeRY Up(e) —0,  [[Uglly < 2(H (=)

Puisque f est continue et a support compact, f || H(e-)||; est intégrable; on peut a nouveau
appliquer le théoreme de convergence dominée, pour obtenir

lim f(z)Us(z)dx = 0.
R4

n—-+0o0o

Par conséquent, revenant a la majoration (1), on a

Ve >0, lim sup ‘/Rd f(z) pn(dz) — /Rd f(z) p(dx)| < 20@(6\/&).

f étant uniformément continue, lim__,g+ wf(sx/g) = 0 ce qui conclut la démonstration via la
Proposition 12. ]

2.2. Convergence en loi.

Soient (X, )nen et X des variables aléatoires dans R

Définition. La suite (X,),en converge vers X en loi si la suite de probabilités (Px,),cn
converge vers Px étroitement.

La signification de cette définition est la suivante : (X,,)nen converge vers X en loi si, pour
toute fonction f: R — R continue et bornée,

lim E[f(Xy)] = E[f(X)].

n—-+00

D’apres les résultats du paragraphe précédent, X, converge vers X en loi si et seulement si
I’égalité précédente a lieu pour toute fonction f appartenant a un ensemble H tel que H C Cp
et C. C H. Le théoréme de Paul Lévy nous dit que la convergence en loi est équivalente a la
convergence simple des fonctions caractéristiques soit :

Xy — Xenloi <= VteR! oy () =E[" ] — oy (t) =E[e"].
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Remarque. On déduit de cette derniére caractérisation que le vecteur X, converge en loi vers
X si et seulement si t - X,, converge en loi vers ¢ - X pour tout ¢t € R?. Ceci résulte du fait que,
pour tout vecteur aléatoire X et tout réel ¢, ¢, x(c) = @x(ct). En particulier, si le vecteur X,
converge en loi vers X, ses marginales convergent en loi vers celles de X . Attention, la réciproque
est fausse : voir I’exemple de la page 53.

Remarque. 11 faut bien noter que la convergence en loi n’est pas une notion portant sur la
convergence des X, (w). Par exemple, les v.a. X,, peuvent étre définies sur des espaces probabilisés
différents.

Nous relions a présent la convergence en loi a celle des fonctions de répartition.

Proposition 16. Soient (X, )nen et X des variables aléatoires réelles. (X, )neN converge vers
X en loi si et seulement si, pour tout t € R ou Fx est continue, lim,_,~ Fx, (t) = Fx(t).

Démonstration. Supposons dans un premier temps que X, converge vers X en loi. Nous allons
utiliser un argument d’approximation en substituant a la fonction 1j_ 4(x) une fonction conti-
nue. Si s < u sont deux réels, on note 15, la fonction réelle valant 1 lorsque z < s, 0 lorsque
x > u et affine entre s et u : voir le graphe 2. Fixons t € R, et prenons s < t < u.

A

Approximation d’une indicatrice

[V

FIGURE 2 — L’encadrement v, ; < Loy < Vi -
On a, pour tout réel z, s ¢(z) < 1j_ () < Y1 u(z), de sorte que

E [s,6(Xn)] < Fx,,(t) = E [1_oo (Xn)] < E [$ru(Xn)].
Les fonctions 15 et vy, étant continues et bornées, on a

Es4(X)] = lm Ets:(Xp)] = lminf E [ts(Xp)],  E[tu(X)] = limsupE [¢y ,(X5)],

n—-+0o0o

et par suite, comme 1y_ o < Vs et Yy < oo o)
Fx(s) <Es(X)] < liminf Fx, (t) <limsup Fx,, (t) < E [¢)1,(X)] < Fx(u).

Cette derniere inégalité étant valable pour tout s < t et tout u > ¢, on obtient lorsque s — t—
et u — t4, comme Fx est continue a droite,

Fx(t—) <liminf Fy, (t) < limsup F, (t) < Fx(t).
Si donc Fx est continue au point t, lim, 4 Fx, (t) = Fx(t).
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Supposons a présent que Fl, converge vers F'x en tout point de continuité de Fx. Soit
f R — R une fonction C°. On a

VeeR,  f(z) = /_ ; £ty dt = /R £ (1o o (1) d.

En particulier, d’apres le théoréme de Fubini — la fonction f’ est intégrable puisque continue &
support compact —, si Y est une variable réelle,

BIA(YV) =E | [ /01 @t = [ FOE[ w @] dt= [ 00~ Fro)ae

L’ensemble des points de discontinuité de Fx est au plus dénombrable donc Fx, converge vers
Fx presque partout sur R. D’apres le théoréme de convergence dominée — pour la domination

[F/(6) 1= Fx, I < [f'(#)] ~ on &

lim B{f(X)] = im0 (1= Fx, ()] dt = [ f/(0)[1— Fx(t)) dt = E[ (X))

n—-+4o0o n—-+o0o

Les fonctions C2° sont denses dans C.; d’apres la Proposition 12, on a convergence en loi de X,
vers X. [

Ezercice. Soit D une partie dense dans R. On suppose que Fl, (t) converge vers Fx(t) pour
tout t € D. Montrer que X, converge vers X en loi.

Ezercice. Soient (X,,)nen et X des variables aléatoires a valeurs dans N. Montrer que les asser-
tions suivantes sont équivalentes :

e (Xp)nen converge vers X en loi;
e pour tout k € N, lim,,, 1o P(X,, = k) =P(X =k);
e GGx, converge vers Gy simplement.

Nous montrons a présent que la convergence en loi est stable pour I'image continue.

Proposition 17. Si (X,;)nen converge vers X en loi et si g : RY — RY est une application
continue, alors (9(X,))neNn converge vers g(X) en loi.

Démonstration. La preuve est tres simple. Soit f : R? — R une fonction continue et bornée.
La fonction fog: R — R est alors continue et bornée. Comme X,, converge vers X en loi,
nous avons

lim E[f(9(Xn))] = E[f(9(X))] ;

n—-+o0o

c’est exactement ce qu’il fallait établir. O

Remarque. En particulier, si le couple (X, Y,,) converge en loi vers (X,Y), alors X,, converge en
loi vers X et Y;, converge en loi vers Y ; de méme, X,,+Y,, et X,,Y,, converge en loi respectivement
vers X +Y et XY.

Ezemple. Une question se pose alors : que signifie la convergence en loi du couple (X,,,Y;,) ? Pour
cette convergence, les variables aléatoires X,, et Y,, peuvent converger en loi sans que le couple
(Xn,Y,) converge. Voici un exemple tres simple dans laquelle cette situation se produit. Prenons
une variable aléatoire X de loi donnée par P(X = 1) = P(X = —1) = ;. Prenons X,, = X si
n est pair, X;, = —X si n est impair et Y,, = X pour tout n. Comme X et —X ont méme
loi, X,, converge vers X en loi tout comme Y,,. Par contre, le couple (X,,Y,) ne converge pas
en loi. Si tel était le cas, X,,Y,, convergerait en loi; ceci n’est manifestement pas le cas puisque
X, Y, = £1 presque slirement suivant que n est pair ou pas.
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La proposition suivante montre que la convergence en loi est plus faible que tous les autres
modes de convergence.

Proposition 18. Si (X,,)nen converge vers X en probabilité alors (X )nen converge vers X
en loi.

Démonstration. Signalons que toutes les variables sont définies sur le méme espace et montrons
que @y converge vers y simplement. Nous avons, pour tout ¢ € R4,

o, () = px ()] < E[|e" ¥ — ] < Efmin(2, [t X, — X])],

de sorte que, pour tout € > 0, en écrivant 1 = 1jg (| Xpn — X|) + 1jc oo (| Xn — X1),
ox, () = ox ()] < eft|P(IXn — X| < &) + 2P(|Xn — X[ > &) <elt| + 2P(| X5 — X| > €) 5

par suite, pour tout ¢ > 0, limsup |y, (t) — @x(t)| < €[t], ce qui donne le résultat.
O

Ezxemple. La réciproque est fausse. Si on reprend 'exemple de la page 53, on voit que X,
converge vers X en loi mais ne converge pas en probabilité puisque pour tout réel ¢ < 1,
P(| X, — Xnt1] > ¢) =P2|X| >¢) = 1.

Nous avons seulement la réciproque lorsque la limite est déterministe.

Proposition 19. On suppose les variables (X, )nen définies sur le méme espace probabilisé.
Soit ¢ € R4. Si (Xn)neNn converge vers ¢ en loi, alors la convergence a lieu aussi en probabilité.

Démonstration. On se ramene au cas réel en considérant les composantes de X,,. Soit € > 0.
P(| X, —c|>¢e)=PX, <c—¢)+P(X,,>c+¢e) < Fx,(c—¢)+1—Fx,(c+e).

Puisque X,, converge vers c en loi, d’apres la Proposition 16, pour tout ¢ # ¢, F, (t) converge
vers 1R, (t — ¢). Ceci montre que P(|X,, — ¢[ > ¢) tend vers 0 pour tout € > 0. O

Nous avons vu que la convergence en loi des marginales n’impliquait pas la convergence en
loi du vecteur. Toutefois, le fait que la limite soit constante permet de conclure.

Lemme 20 (Slutsky). Soit ((Xp,Yn))nen des vecteurs aléatoires. On suppose que (Xp)neN
converge vers X en loi et (Y, )nen converge vers ¢ en probabilité. Alors ((Xn, Yn))neN converge
vers (X, c) en loi.

Démonstration. Notons que la fonction caractéristique de (X, ¢) est @y (s, t) = oy (s)ettc. On
a alors,

it-c

_ ’E {eis-Xn (eit.Yn B eit.c” | eite (ox.(5) — SOX(S))’

< E [ it Yn _ez‘tc] + |<70Xn(8) _@X(s)’.

(P, (5:1) = Px(s)e

Utilisant 'inégalité utilisé dans la preuve de la Proposition 18, on a, pour tout € > 0,

<elt] +2P(|Yn — ¢ > ) + |, (s) — x(s)],

(P (5:1) = pxc(s)eit

et il suffit de prendre lim sup pour conclure. O
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Remarque. Rappelons que, d’apres la Proposition 19, la convergence en loi de Y,, vers ¢ implique
la convergence en probabilité de Y,, vers c.

Ezemple. Une des applications les plus fréquente de ce résultat est le point suivant : si X,
converge vers X en loi et Y;, — X,, converge vers 0 en probabilité alors Y,, converge vers X
en loi. Il suffit d’écrire Y, = X,, + (Y, — X)) et d’appliquer le résultat précédent ainsi que la
Proposition 17 avec la fonction g(z,d) = = + d.

Nous finissons ce catalogue sommaire des propriétés de la convergence en loi par une généra-
lisation du lemme de Fatou. On obtient ainsi un critere garantissant l'intégrabilité d’une limite
en loi.

Proposition 21. Supposons que (X, )nen converge vers X en loi. Alors
E[|X]|] < lminfE[|X,]|].

Démonstration. Commengons par remarquer que d’aprés la Proposition 17, |X,,| converge vers
| X | en loi. Pour tout entier k,

E[min(|X|, k)] = nETwE[min(|Xn], k)] = liminf E[min(| X, |, k)] < liminf E[| X, ]].

Par convergence monotone, on obtient
E[|X|] = supyo Elmin(|X], £)] < lim inf E[| X,]]

qui est I'inégalité requise. O
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Master 1 année, Cours G12 : Probabilités de base

Chapitre IV. La Loi des Grands Nombres

L’objectif de ce chapitre est d’établir « la loi forte des grands nombres » de Kolmogorov qui
est 'un des résultats fondamentaux de la théorie des probabilités. Ce résultat est tres utilisé en
pratique comme par exemple dans la méthode de Monte-Carlo ou bien en Statistique. De quoi
s’agit-il? On considére une suite de variables aléatoires réelles (X, )n,en+ et on note, pour tout
n>1,

n
Sn=>_Xii, Mp=n"'S, S;= sup |Si.

= 1<i<n

La loi des grands nombres consiste a étudier la limite de la suite (M, )pen+. On parle de loi
faible lorsqu’on étudie la convergence en probabilité et de loi forte lorsqu’on s’intéresse a la
convergence presque stre.

Nous menerons cette étude dans le cas d’une suite de variables aléatoires réelles (X,,)nen+
indépendantes et identiquement distribuées. D’apres la loi du tout ou rien de Kolmogorov — voir
les exemples de la page 37 du Chapitre II — la limite, lorsqu’elle existe, est déterministe.

1. Le cadre L2

Désignons par (H) I’hypothése suivante :

(H) : (Xn)nen+ est une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées; X; est de carré intégrable.

On note m = E[X1] et 02 = V(X7).

Théoréme 1 (Loi faible des grands nombres). Sous (H), la suite (My,)neNn+ converge en proba-
bilité et dans L? vers m = E[X1].

Démonstration. Les variables (X, )nen+ étant indépendantes et identiquement distribuées, nous
avons

Par conséquent, E[M,] = m et V(M,) = n=2V(S,) = n~1o% 1l s’en suit que
E [|M, —m|| = V(M,) = n"'o%.
Ceci montre que (M, ),en+ converge vers m dans L2 et donc en probabilité. O

Remarque. On peut établir directement la convergence en probabilité via 'inégalité de Tcheby-
cheff puisque, pour tout £ > 0,

P(| M, —m| > ) < —— — 0.
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En fait, I'hypotheése (H) suffit pour établir la loi forte des grands nombres.

Théoréme 2 (Loi forte des grands nombres). Sous (H), la suite (M,)neN+ converge vers m =
E[X1] presque sirement.

Démonstration. Supposons dans un premier temps que, pour tout n > 1, X,, > 0. Pour montrer
que (M, )nen=+ converge vers m, nous allons d’abord établir que la sous-suite (M,,2),en+ converge
presque siirement vers m puis nous passerons a la convergence de la suite toute entiere. Comme
déja dit, on a, pour tout n > 1, E[M,] = m, V(M,) = n~'c?. En particulier, pour tout n > 1,
notant Z, = M,2, E[Z,] = m, V(Z,) = n=202. D’aprés le Corollaire 2 du Chapitre III, il suffit
de montrer que

Ve > 0, anlP(|Zn—m| >¢e) < oo

pour établir la convergence presque siire de (Z,)pen+ vers m. Or, d’apres I'inégalité de Tcheby-
cheff, nous avons, pour tout € > 0,

ZnZl P(|Zn —m| >¢) < an1 eV(Zy) =€? anl o*n"? < +o0.

Montrons a présent que la suite (M, )n,en+ converge presque stirement vers m. Nous allons ici
nous servir de la positivité des variables. Pour tout n > 1, [v/n] < v/n < [{/n]+1 et donc, notant
an = [vnl], ¢ <n < (g, +1)% Comme les variables sont positives, on obtient I'inégalité

Sgz < Sp < S(gu41)2; et donce n_lSq% <M, < n_ls(an)Q.

Par conséquent,
nfquQL an < Mn < nfl(qn + 1)2 an_H.

On a /n > g, > /n—1; donc lim, 400 ¢, = +00 et en fait lim, 400 ¢n/v/n = 1. Par
conséquent, comme (Z,),eN+ converge presque siirement vers m, les deux suites n~ g2 Zg, €t
n (g, + 1) Zg,+1 convergent vers m presque sirement. Il en va de méme de (Mpy)pen+ via
I’encadrement précédent.

Déduisons le cas général du cas des variables positives. Pour cela, on écrit X,, comme la
différence de sa partie positive et négative : X, = X;I — X/, Les suites (X, )nen+ et (X, )nen-
sont deux suites de variables i.i.d. de carré intégrable. D’apres I’étape précédente, les suites

n n

Mf=n"'>" X5 M, =n"'> X/

n ) n (2
i=1 =1

convergent presque slirement respectivement vers E {X 1+ } et E [X 1 } M,, = M," — M, converge

donc presque stirement vers E {X h } —-E [Xl_ } = E[X;]. O

Ezemple. Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées suivant la loi p. Soit B un borélien. On s’intéresse au comportement de N,,(B), le nombre
de variables aléatoires qui sont dans B parmi X1,..., X, soit

No(B)=#{i:1<i<n, X; € B} = Zn: 15(X;).
=1

Les variables 15(X;) sont indépendantes et identiquement distribuées suivant la loi de Bernoulli
de parametre u(B); Np(B) suit donc la loi binomiale de parametres n et p(B). Le résultat
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précédent montre que la fréquence de ’événement « tomber dans B », c’est & dire le nombre de
fois ou on tombe dans B sur le nombre total d’épreuves, soit encore

n
=n~! Z 1B(X
=1

converge presque stirement vers E [15(X;)] = P(X; € B) = u(B).

Nn(B)

Ceci donne en quelque sorte une justification du modele probabiliste : 1'idée naive que 1’on
se fait de la probabilité d’un événement est celle de fréquence — on regarde le nombre de fois ou
on tombe dans B sur le nombre total de réalisations de ’expérience —, le modele mathématique
quant & lui fournit la probabilité p(B). Si Péchantillon est grand, ces deux quantités sont tres
proches.

Cet exemple se poursuit au travers du résultat suivant connu sous le nom de « Théoreme
fondamental de la Statistique ».

Théoréme 3. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi p sur R, Pour n € N*, on note

127
/LE;LJ = 726X1(w)7 w e Qv

n =1

la mesure empirique.

Alors, presque sirement, (fin)neN+ converge étroitement vers p.

Avant d’établir ce résultat, précisons sa signification. Commencons par la mesure empirique.
Pour tout borélien B € R%, et tout w € €,

pEB) = 13 dx o (B) = - > 1a(Xi(w))
=1 =1

c’est a dire p,(B) = n~! 0 15(X;). Si f: RY — R est borélienne bornée ou borélienne et
positive

[ 1@ ) =

Le théoreéme précédent affirme qu’il existe un ensemble N € F avec P(N) = 0 tel que, pour tout
w € N (u¥)nen+ converge vers p étroitement soit

Vo e N ViEC [ fa)uildn) = 2 30 FXiw) — [ Fla)(d).
i=1

Rd

Démonstration. Cy est séparable : il existe donc une suite de fonctions H = (h,)ren C Co dense
dans Cy pour || - ||so- Soit » € N. Nous avons

17L
/ hy(x) e (dx) = E;r

Les variables aléatoires réelles (h,(X;)),cn- sont indépendantes et identiquement distribuées
puisqu’il en est ainsi de la suite (X, )nen. De plus, h,(X1) est bornée et par conséquent de carré
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intégrable. D’apres le Théoreme 2, avec probabilité 1, c’est a dire pour tout w € Nf avec N, € F
et P(N,) =0,

tim [ o) ) = Bl (X)) = [ he(@) n(do).

n—-+oo

Notons N = UpeN N, de sorte que P(N) < 375 P(N,) = 0. Si w € N®=M,>oNNy, on a

. w o
vreN,  tim [ k@) uge) = [ ho(a)plde).
D’apres la Proposition 12 du Chapitre 111, on a, pour tout w € N€,
. w o )
e,  lm [ f@ude) = [ @) uld)
c’est exactement ce qu’il fallait montrer. ]

Lorsque les variables aléatoires (X,,)nen+ sont réelles, on peut montrer un résultat sur la
convergence des fonctions de répartition empiriques.

Théoréme 4. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et iden-
tiquement distribuées. On note F la fonction de répartition de X1 et, pour tout n > 1, F, la
fonction de répartition empirique soit

1 n
YweQ, VteR, Fp(t) =~ > 1o g (Xi(w)).
i=1

Alors, presque surement, (Fy,)neNn+ converge vers F uniformément sur R.

Faisons quelques commentaires a propos de ce résultat. Tout d’abord, il signifie qu’il existe
N e F tel que P(N) =0 et

c : w - _
VYw € N, nll}rfoo super | Fy () — F(t)| = 0.

D’autre part, la fonction aléatoire F, n’est rien d’autre que la fonction de répartition de la
mesure empirique (aléatoire elle aussi) u, : pour tout w € Q, F¥ est la fonction de répartition
de py.

Démonstration. Pour tout ¢ € R, F,(t) converge vers F(t) presque siirement. En effet, les
variables aléatoires (1]_007,5] (Xn))neN* sont indépendantes, identiquement distribuées suivant la
loi de Bernoulli de parametre F'(t) = P(X; < t) et bornées donc de carré intégrable. D’apres le
Théoréme 2, on a la convergence presque siire de Fy,(t) vers E {1]_007,;] (Xl)} =P(X; <t)=F(t).
Il existe donc Ny € F tel que P(Ny) = 0 et, pour tout w € Nf, limy, 100 F¥(t) = F(t). De la
méme maniere,

=1

converge presque siirement vers F(t—) = P(X; < t) pour tout réel ¢ fixé. Il existe N} € F tel
que P(N/) = 0 et, pour tout w € N/, lim,,— 10 F¥(t—) = F(t—).

Poursuivons par un petit calcul. Soient F' et F), deux fonctions de répartitions et 7 une
subdivision finie : 7 = (¢;)i=1...p, t1 <t2 < ... <tp, p € N*. On note

5F(7_) = mmax {1 - F(tp)a (F(tp_) - F(tpfl))—‘r? SRR (F(tQ_) - F(tl))+7F(t1_)} 5
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On a alors
| F' = Fulloo = super |[F(t) — Fu(t)| < 6p(7) + Ru(7). (1)

En effet, F et F,, étant croissantes,
e Sit<t, F(t) = Fa(t) < Fti—) < 6p(7) et
Fa(t) = F(t) < Fu(ti—) < Fa(ti—) = F(t1i—) + F(t1—) < Ra(7) + 0p(7).
e Site[ti—1,ti[,i=2,...,p,
F(t) = Fu(t) < F(ti—) — Fu(ti1) < F(ti—) = F(ti-1) + F(tio1) — Fa(ti-1) < 0p(7) + Ra(7),
F,(t) — F(t) < Fp(ti—) — F(ti—1) < Fp(ti—) — F(t;—) + F(ti—) — F(ti—1) < Rp(7) + dp (7).
e Finalement, si t > t),, Fj,(t) — F(t) <1— F(tp) < dp(7) et
F(t) = Fu(t) < 1= F(tp) <1 = F(tp) + F(tp) — Fu(tp) < 0p(7) + Ra(7).
Notons, pour tout z €]0, 1],
C(z) = inf{u € R : F(u) > z}.

Soit = €]0, 1[. Puisque lim;, o F(t) = 1, A, = {u € R : F(u) > x} est non vide. Comme
limy,_ o F(t) = 0, A, est minoré. D’ou l'existence du réel C(z). La fonction C' est clairement
croissante sur |0, 1. F' étant croissante, A, est une demi-droite et, comme F' est de plus continue
a droite, F'(C(x)) > x soit C(x) € A;. Finalement, A, = [C(x),+00] ou en d’autres termes

Clz) <t <=z < F(t).

En particulier, F(C(x)—) < x puisque pour s < C(z), F(s) < z.

Considérons ’ensemble N suivant :

_ !
N = UqEQﬁ]O,l[ (Nc(q) J NC(Q)) '
N est négligeable comme union dénombrable de négligeables. D’autre part, pour tout w € N¢,
Vg e QNJ0,1[,  F7(C(q)) — F(C(q), F;(Clg)—) — F(Clg)—).

Nous allons montrer que, pour tout w € N°€,

supger | (1) — F(t)] — 0.

Soit donc w € N°€ fixé; nous noterons F,, pour F”. Soient p € N* fixé et pour i = 1,...,p,

t; = C (i(p+1)~'). Remarquons que F(t;—) < i(p+ 1)~ et F(t;) > i(p + 1)~! pour tout

1=1,...,p.
Par conséquent, dp(7) < (p+1)7! et via inégalité (1)
[Fn = Flloo < (p+ 1)71 + Rn(7),

On sait que, pour tout w € N¢ a p € N* fixé, R,,(1) — 0 si n — 400 et par suite et donc

limsup |[F — Fyllo < (p+1)"! +limsup R, (p) = (p+ 1)
n——+oo n—-+00

II suffit de faire tendre p vers +o0o pour conclure. ]
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Remarque. On peut obtenir la convergence simple sans avoir recours a la fonction C' qui s’appelle
le pseudo-inverse de F'. Notons D les points de discontinuités de la fonction F'; D est au plus
dénombrable. Soit N1 = UsequpN¢. N1 est négligeable puisque c’est une union dénombrable de
négligeables ; nous allons montrer que

Ywe Ny, VteR, lim FP(t) = F(t).

n—-+o0o

Par définition de N1, nous avons

Vwe NS, VteQUD, lim F¥(t) = F(t)

n—-+00

de sorte qu’il suffit de montrer que lim,,_, ;- F(t) = F(t) pour tout t € D¢ et tout w € N{.
Soient t € R, (q,7) € Q? tels que ¢ < t < r. Puisque F¥ est croissante sur R, on a

Fr(q) < F7(t) < F(r),
de sorte que si w € NY,

F(q) =liminf F’(q) < liminf F’(t) < limsup F/(t) < limsup F’(r) = F(r).

n—+00 n—+00 n—+o00 n—+oo

Par conséquent, si w € N, pour tout couple de rationnels (g, ) tel que ¢ <t <,
0 <limsup F?(t) — liminf £’ (t) < F(r) — F(q).

Les rationnels étant denses dans R, il existe une suite strictement décroissante de rationnels
(ri)ken de limite ¢ ainsi qu’une suite strictement croissante de rationnels (gx)ken de limite ¢.
On a alors, F' étant croissante,

0 <limsup F?(t) — liminf F7(t) < klgg (F(rg) — F(qx)) = F(t+) — F(t—) = F(t) — F(t—).

Cette inégalité montre que FY(t) converge vers F(t) pour tout t € D° et tout w € Nf. On a
donc bien convergence simple.

Lorsque la fonction F' est continue, on peut alors obtenir la convergence uniforme a 'aide
du théoreme de Dini suivant.

Lemme 5 (Dini). Soient (Fp,)nen et F des fonctions de répartition. On suppose que F est
continue sur R.

Si (Fy)nen converge simplement vers F', alors la convergence est uniforme.

Démonstration. Considérons, pour p € N*, 7 la subdivision réguliere de [—a, a] de pas 2a/p soit
ti=—a+ (i—1)2a/p,i=1,...,p+ 1. On a alors, F' étant continue,

dp (1) = max{1l — F(a),wr(2a/p), F(—a)},

ol Wp(r) = supj,_s<, |[F(u) — F(s)|. F est uniformément continue sur R puisque c’est une
fonction continue possédant des limites finies en +o00 et —oo; donc lim,_,¢+ wr(r) = 0. D’autre
part, ' étant continue, (F,(t;—) — F(t;—))" = (F.(t;—) — F(t;))" < (Fu.(t;) — F(t;))" et par
conséquent,

R, (1) <max{|F,(t;) — F(t;)|, i=1,...,p+1}.
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La majoration (1) donne

1 = Flloo < max(1 —F(a), F(-a)) + max [Fu(ti) — F(Li)] +wr(2a/p).

1=0,.
Pour tous a > 0 et p € N*, la convergence simple de F,, vers F' entraine

lim max ]F( i) —F(t;)]=0

n—+00 =0,.
puisqu’il y a p + 1 points. Donc,

limsup ||F, — Flloo < max(1 — F(a), F(—a)) + wr(2a/p).
n—-+oo

Il reste a faire tendre p vers +oo puis a vers +o0o pour conclure. ]

2. Séries de variables indépendantes.

Dans ce paragraphe, nous nous intéressons a la convergence des séries de variables aléatoires
réelles indépendantes (pas forcément de méme loi). Précisons que Iexpression « S, converge »
est employée pour « .S, converge dans R ».

Lemme 6 (Inégalité de LévnyttOViani) Soient &1,..., & des variables indépendantes. On
note, pour v =1,...,p, Z, =3 1<i<, &i- Pourn>0,6 >0,

inf P(|Z, — Z,| <8) x P(supi,<, | 2| >0 +6) <P(IZ,] > n),

1<r<p

Démonstration. Notons 7 =inf{i =1,...,p:|Z;| > n+ 0}, inf ) = 400. On cherche & majorer
la probabilité de I'événement {sup;<,<,|Z;| > n+ 6} = {7 < p} par celle de I’événement
{IZ,] > n}. Remarquons que {7 =1} = {|Z1| > n+ 0} et, pour 1 <r < p,

{r=r}={lZal<n+otn...0{|Z, 1| <n+6}n{[Z] > n+ 6} (2)
On a alors {T =p} C {|Zy| > n+6} C{|Zy| >n}et,pourr=1,...,p—1,
{r=r}n{lz, - Z,| <6} C{lZ:| > n+ 6} n{lZ, — Z,| <6} C{|Zp] > n},
puisque |Z,| > |Z,| — |Z, — Z,|. 1l s’en suit que
p—1
P(1Zp| > n) = P(r = p) +231P(T =1, |Zp — Z| <6).

Remarquons également que les événements {7 = r} et {|Z, — Z,| < §} sont indépendants : le

premier dépend des variables i,..., & — cf. (2) — tandis que le second dépend des variables
&1, -+, §p- Par conséquent, on obtient I'inégalité
P(|Z,| > n) > P(r —I—ZPT—T (12, — Z,| < 6) >aZPT—T)
r=1
avec a = inf1<,<p P(|Z, — Z;| < §). Il suffit de remarquer que P(r < p) =>"_ P(r = r) pour
conclure. n
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La principale application est le théoréme suivant di a Paul Lévy.
Théoréme 7 (Paul Lévy). Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes.
Pourn>1,5,=X1+...+X,. On a équivalence entre :

1. (Sp)nen+ converge presque strement vers une variable aléatoire réelle ;

2. (Sp)nen+ converge en probabilité vers une variable aléatoire réelle ;

3. (Sn)nen+ converge en loi vers une variable aléatoire réelle.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si (S),),en+ converge en probabilité alors (S, )nen+
converge presque stirement. D’apres la Proposition 11 du Chapitre 111, il s’agit de montrer que,
pour tout € > 0,

lim P (sup,,zo |Sptr — S| > E) = 0.

n—-+o0o

On a, par monotonie,
P (supr>0 |Sptr — Sn| > 6) = lim P <sup1<r<p | Sptr — Sn| > 5) .
- p—+00 - =

Nous allons appliquer I'inégalité de Lévy—Ottoviani. Pour cela, observons que

n+r T T
Vlﬁrﬁp, Sn+r_5n: Z Xj: Xn—l—i:Zfia
j=n+1 i=1 i=1

avec & = X;1n. Avec ces notations, Sy, — S, est égal a Z,. de I'inégalité de Lévy—Ottoviani que
I'on applique au couple (1,d) = (¢/2,¢/2). On obtient alors,

Jnf P2, 7, <¢/2) x P (sup1<rep | Zel > €) <P(1Z] > £/2) ;

puisque Z, = Sp+, — Sy, cette inégalité se rééerit

1i17}£p]p(’sn+p - Sn+r| < 5/2) x P (SUp1gr§p ’Sn-i-r - Sn| > 5) < P(|Sn+p - Sn‘ > 5/2)’

Notons 8y, = sup {P(|Sq+n — Sp+n| > ¢€/2) : p >0, ¢ > 0}. On a, pour tout p > 1,
P(Sutp— ol > 6/2) < fu infrcrcy P(Snap — Snarl < /2) 21— B,

et par suite, (1 — ,)P (suplg,,gp | Sptr — S| > 5) < B,. D’autre part, comme
P(Sutp — Sutal > £/2) < P(Susp = Sul > £/4) + P(Surq — Su)l > £/4),

Bn < 2sup,>oP(|Snyr — Sn| > €/4). Pour conclure, observons que, (Sy)nen+ convergeant
en probabilité, la Proposition 11 du Chapitre III et la majoration précédente impliquent que
limy, 100 Bn = 0. Si n est assez grand, de sorte que 1 — 3, > 0, on a, pour tout p > 1,

15}
P (Suplgrgp |S’n+f'" — Sn| > 5) < : _nﬁ
n

et donc

Bn
1_Bn.

P (Suprzo | Shgr — Sn| > 5) = sup,>; P (SUplgrgp | Syt — Sn| > 5) <
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Ceci montre que (Sy,)nen+ converge presque stirement vers une variable réelle.

Montrons a présent que si (S, )nen+ converge en loi alors (S, )nen+ converge également en
probabilité. Procédons par ’absurde. D’apres la Proposition 11 du Chapitre I11, si (.S, )nen+ ne
converge pas en probabilité, il existe € > 0 et a > 0 tels que

Vn>1, I(pn,qn) € N2, n<pn < gn, P(|Sg, — Sp,| >¢€) > . (3)

Posons Z,, = S;, — Sp, et montrons que (Z,),en+ converge en loi vers 0. Puisque S, est
indépendante de Z,,, on a, écrivant S,,, = Sp, + Zp,

VieER, g, (1) =g, ()pg, (1)

Puisque (Sp)nen+ converge en loi disons vers Soo, @g, converge simplement vers la fonction
caractéristique  de S. La fonction ¢ est continue sur R et ¢(0) = 1. Il existe donc ¢ > 0 tel
que, pour tout [t| < ¢, |p(t)] > 0. Comme n < p, < gn, g, et g, convergent simplement
vers ¢ lorsque n — 400, et par conséquent, pour tout [t| < ¢, limy, 1 @z (t) = 1. Puisque,
pour tout z € R, 1 — cos(2z) < 4(1 — cosz), on a,

vVt € R, 0<1-Re(py (2t)) <4[1—-Re(py (t)].

Par suite, pour tout réel ¢, lim, ,1 Re(¢, (t)) = 1 et finalement, puisque |p, ()] < 1,
limy, 10 @z (t) = 1. La fonction constante égale a un est la transformée de Fourier de la
probabilité dy. (Z,)nen+ converge donc en loi vers 0. Via la Proposition 19 du Chapitre III,
(Zn)nen+ converge vers 0 en probabilité. Ceci contredit (3). La suite (Sy)nen+ converge en
probabilité.

Pour finir, rappelons que la convergence presque siire implique la convergence en loi. O

Comme conséquence du théoreme de Paul Lévy, nous donnons un critére simple permettant
d’obtenir la convergence presque siire d’une série de variables aléatoires indépendantes de carré
intégrable et centrées.

Proposition 8 (Séries centrées). Soit (X, )nen+ une suite de variables aléatoires réelles indé-
pendantes ; on suppose que, pour tout n € N*, X,, est de carré intégrable et que E[X,] = 0.

S0 > E [X,%] < 400, alors (Sp)neN+ converge presque sirement et dans L? vers une
variable aléatoire réelle.

Démonstration. Puisque les variables aléatoires X,, sont centrées, E [Xg] = V(Xp,). On a, pour
tous n € N*, r € N*, via l'indépendance de (X,)nen-,

E [[Snsr — Sal?] = V( % X;) = % V(X)) = % E[X?] <> E[x?],
t=n+1 i=n+1 i=n+1 >n

qui est le reste d’une série convergente. La suite (S, )nen+ est de Cauchy dans L? qui est com-
plet ; elle converge donc dans L? vers la variable réelle S,.. La convergence a lieu & fortiori en
probabilité et d’aprés le théoreme de Paul Lévy (S, )nen+ converge presque strement, disons
vers S’ . Pour finir, S, = S/ presque stirement puisque (S, )neN+ converge en probabilité vers
Seo et S’ ; cf. Remarque page 44 et Proposition 9 du Chapitre III. O

Finissons ce paragraphe par une inégalité classique due a Kolmogorov.
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Proposition 9 (Inégalité de Kolmogorov). Soit (X, )nen+ des variables aléatoires réelles indé-
pendantes ; on suppose que, pour tout n € N*, X,, est de carré intégrable et que E[X,] = 0.

Pour tout a > 0 et tout n € N*,

P (suplgkgn |Sk| > a) <

Démonstration. Introduisons la variable aléatoire 7 = inf{k > 1 : [Sg| > a}, inf@ = +oc.
{r <n} ={S} > a} et 'on souhaite majorer la probabilité de cet événement. On a, pour tout
1<k <n,

E [5'721 17—:4 =FE [(Sn — Sk)Q 17—:;9} +2FE [(Sn - Sk) S 1T:k] +E [SI% 17—:]@} .
Rappelons que {7 =1} = {|S1| > a}, et que, pour k > 2,
{r =k} ={|S1| <a}n...n{|Sk-1] < a}N{|Sk| > a}.

En particulier, S,% 1, > a’1,_; et les variables S,, — Si et S, 1,—; sont indépendantes. Par
suite, les variables étant centrées,

E [S21,—k| > 2E[S, — Sy B[Sk 1o + a® P(r = k) = a®P(r = k).
Il reste & sommer de k = 1 & k = n pour obtenir
E|S2] > E 92 1,c0| > a®P(r <)
qui est I'inégalité requise. O

Remarque. On peut démontrer le résultat sur les séries centrées seulement a partir de l'inégalité
de Kolmogorov sans utiliser le théoréme de Paul Lévy. J’esquisse la démonstration. On a montré
que la suite (Sy,)nen+ convergeait vers S,, dans L? et donc en probabilité. Nous allons montrer
que cette suite converge presque stirement en appliquant le critere de Cauchy (Proposition 11
du Chapitre III). Soit donc € > 0. On a, d’apres I'inégalité de Kolmogorov, pour tout n € N* et
tout p € N*,

E [(Sn-ﬁ-p — Sn
52

Heey nx].

En prenant le sup en p, on obtient P (suprzo | Syt — Sn| > 5) <e 23,0, E[X?] qui donne le

P (Suplgrgp ’Sn-i-r - Sn| > 5) <

résultat.

3. Loi forte de Kolmogorov.

Dans ce dernier paragraphe, nous démontrons que la loi forte des grands nombres est valable
pour les suites i.i.d. de variables intégrables; ce résultat est dii a Kolmogorov.

Nous commencgons par quelques rappels sur les séries réelles.

Lemme 10. Soit (by,)nen+ une suite croissante de réels strictement positifs — on pose by = 0 —
telle que limy,_, oo by, = +00. Soit (xy)nen+ une suite de réels.

Césaro. Si (x)nen+ converge vers x, limy, oo byt 3" (b — bi_1)z; = .
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Kronecker. Si la série 3. b, 'z, converge dans R, alors lim,, bt S0 x; = 0.

Démonstration. Pour la preuve du lemme de Césaro, notons u,, = b,jl Zign(bi —bi_1)x; — x et
observons que

funl = [0, 37, (b = b 1) (i — )| < 030 (b = bia) i — .
- i<n

La suite (zy)nen+ est convergente dans R donc bornée disons par xz*. On a alors pour tous
n>1,k>1,

|up k| < 22* b;ikbk + b;ik(bn+k —bg) sup |x; — x| < 22* b;}rkbk + sup |x; — x|
i>k+1 i>k+1

Par conséquent, pour tout k£ > 1,

lim sup |uy,| = limsup |u,1 x| < sup |z; — z|.
n—+oo i>k+1

Il reste & prendre la limite lorsque k tend vers +oo pour conclure.
Passons a la démonstration du lemme de Kronecker. Notons R; = >, b,;lmk ; par hypothese
lim; 5400 R; = 0. On a b;(R; — Ri+1) = z; de sorte que, comme by = 0,

n+1 n

> wi= bi(Ri— Rig1) =Y biRi— > bi-1Ri =Y (b —bi—1)Ri — byRns1.
i=1 i=1 i—1 i—1 )

Il reste a diviser par b, et appliquer le lemme de Césaro pour conclure. O

Remarque. On applique souvent ces deux lemmes avec b, = n.

Puisque nous sommes dans les rappels, mentionnons la majoration classique du reste des
séries de Riemann.

Lemme 11. Pour a >1 etk >1, >, n * <k'7%/(a—1).

Démonstration. La fonction z — =% est décroissante sur ]0, +o0o[. Pour tout n > 1, et tout

z€[n—1,n], n~* <z~* Par conséquent, n=* < [ o~ %dx et

+oo

Z n~* < Z /ilx_o‘dx:/k ™ %dr = k"% (a - 1).

n>k+1 n>k+17"

Nous passons au résultat principal de ce chapitre : la loi des grands nombres.

Théoréme 12 (Loi des grands nombres, Kolmogorov). Soit (X, )nen+ une suite de variables

aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées; on note, pour tout entier n > 1,
M,=n"1(X1+...+X,) .

1. Si X1 est intégrable, (M )neN+ converge presque sirement et dans L' vers m = E[X1].

2. Si Xy nlest pas intégrable, au moins un des deuzr événements {limsup M, = +oo} et
{lim inf M,, = —oc0} a pour probabilité un.
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Remarque. En particulier, pour une suite (X, )nen~ i.1.d., (M, )neNn+ converge presque siirement
dans R si et seulement si X est intégrable.

Démonstration. 1. Supposons que X est intégrable et, pour commencer, que m = E[X;] = 0.
Introduisons quelques notations. Pour tout n > 1,

= — 1 <N~ ~ BN BN —~ 1 <N~
Xn = Xn1x,|<n, Mn:ﬁZXz, X, =X, - E[X,], Mn:EZXZ
i=1 =1
Notons que X, est bien définie puisque X, est bornée donc intégrable et que ()A(n)n en €t

()Z'n)n o+ Sont deux suites de variables i.i.d.

Pour montrer que (M, ),en+ converge presque siirement vers 0, nous allons procéder en deux
étapes :

(a) tout d’abord nous établirons que

M, — 0 P—p.s. <= M\n — 0 P—p.s. <— Mn — 0 P—p.s.

(b) puis nous montrerons que la suite (M,) converge presque stirement vers 0.

neN*
(a) Pour établir la premiere équivalence, montrons que M, — M,, converge presque siirement
vers 0. On a, pour tout n > 1, M, — M, =n~t 3", Xil|x,>i- On a, les variables (X;)nen+
étant identiquement distribuées,

STP(Xn| = n) =Y P(X1| > n) <Y P(IX1| >n) < 1+E[X1]] < +oo.

n>1 n>1 n>0

D’apres le lemme de Borel-Cantelli, P(lim sup{|X,| > n}) = 0. Si w € (limsup{|X,,| > n})¢ =
lim inf{|X,| < n}, il existe un entier n, > 1, tel que pour tout n > ny, [Xn(w)| < n soit
Xn(w) = X, (w). Pour tout w € (limsup{|X,| > n})°,

— 1 &
vn > Ny, Mn(w) - Mn(w) = E ZXZ 1|X¢|2i 3
i=1

il s’agit donc d’une somme finie divisée par n. La premiere équivalence est donc établie.

__ Passons a la seconde équivalence en utilisant la méme démarche. On a, pour tout n > 1, ]\/Zn —
M, =n"t Y70 E[X;1x,<i] =n~ " Y7 E[X11)x,|<;] puisque les variables sont identiquement
distribuées. X; est intégrable donc finie presque sirement : X7 1|x,|<; converge vers X; presque

stirement lorsque i — +o00; de plus sup;>, ‘Xl 1x,|<i| < |X1] qui est intégrable. Le théoréme

de convergence dominée montre que E {Xl 1 X1|<Z} — E[X1] = 0 si i — 400 et le lemme de

Césaro entraine que M\n — M, =n"! Y E[X 1\X1\<z‘] converge également vers 0.

(b) Montrons a présent que (Mn) converge presque stirement vers 0. Pour cela nous

neN*
allons appliquer le lemme de Kronecker : pour montrer que n=* 3% ; X; converge vers 0 presque
stirement, il suffit de montrer que Y7 ; i =1 X; converge dans R presque stirement. Or les variables

aléatoires (n_l)N(n)n o+ Sont indépendantes et, pour tout n € N*, n~1X, est bornée (par deux)
donc de carré intégrable et finalement E[nflf(n] = 0. D’apres le résultat sur les séries centrées
(Proposition 8), il suffit de vérifier que 37,4 n*QE[)?,QL] < 400 pour obtenir la convergence
presque sire de -, -4 n~1X, dans R. On a

> n?E[X7] = Y n B [(X —E[X,])°] = Yon?V(X,) < Y n?E[XD].

n>1 n>1 n>1 n>1
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Or les variables (X, )nen+ étant identiquement distribuées, on a
vn>1, E[X}]=E [XEL 1|Xn|<n] =E [X12 1|X1\<n] ,
et par convergence monotone,

2 v2 -2 2 —2 32
S n2E[XZ) < Y 0 R [ X x| = B[ 02X 1 x <) -
n>1 n>1 -
Or pour tout = > 0, on a, notant [z] la partie entiére du réel z, via le Lemme 11,
2 2 2

-2,.2 2 -2 z 2 ) T x
n ‘xlpcn = n‘“=——+=x n < + < 2z.
D R YR mra AP M) - By oE

Par conséquent, 3, n*2E[)?2] < 2E[|X:|] < +00. On a donc convergence presque siire de

(Mn)neN* vers 0 et par suite celle de (M,)nenNx-

Montrons que la suite (M, )n,en+ converge vers 0 également dans L!. Soit k& € IN*. Ecrivons
que |M,| = min(|M,|, k) + (|M,|—k)*. La fonction x — (z—k)* est convexe et croissante ; par
suite (|[M,|—k)T <n=t 3P (|Xi|— k)T et, puisque les variables sont identiquement distribuées,

n
E[|M,|| < E[min(|M,|, k)] + n~ S [(1X] - k)| = E[min(|M,|, k)] + E [(|X1] - k)*] .
i=1
min(|My|, k) converge presque sirement vers 0 si n — +oo et 0 < min(|M,|,k) < k; par
convergence dominée, lim,,_, o E[min(|M,], k)] = 0. Il vient alors

VkeN*,  limsupE[|M,|] <E[(|X1] - k)"].

n——+o00

Or, comme |X7| est intégrable, (|X1| — k)™ converge presque stirement vers 0 lorsque k — 400
et 0 < (] X1] — k)t < |X;]. Par convergence dominée, on a

limsup E[|M,|] < lim E[(|X;]|—k)T] =0.
k—4o00

n——+00
Ceci termine la démonstration dans le cas m = 0.
Considérons le cas général. Observons que, notant X, = X,, — m pour tout n > 1, on a
n —_

n
M, —m=n""! Z(Xz —m)=n""! Zyi = My;
i1 i=1

les variables (Yn)neN* sont i.i.d; X est intégrable et E [Yl} = 0. D’apres le cas m = 0, M,

converge vers 0 presque stirement et dans L! : M, converge donc vers m presque siirement et
dans L.

2. Plagons nous dans le cas ot X1 n’est pas intégrable. Comme nous ’avons vu au Chapitre 11
— voir les exemples de la page 37 —, liminf M,, et lim sup M,, sont des variables asymptotiques
de la suite de variables indépendantes (X, )nen+. D’apres le Théoreme 15 et le Corollaire 16
du Chapitre II, les événements {liminf M,, = +oo} et {liminf M,, = —oo} ont une probabilité
égale & 0 ou 1 et en fait il existe deux éléments c* et c, de R tels que, presque sfirement,
liminf M,, = ¢4, limsup M,, = c¢*.
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Supposons que les deux événements {limsup M,, = +oo} et {liminf M,, = —oo} sont né-
gligeables; on a —0o < ¢, < ¢ < 4o00. Ecrivons alors que, % =M, — ”Tfan_l, de sorte
que

X X
limsup — < ¢* — ¢y, liminf =2 > ¢, — c*.
n n

Soit ¢ > ¢* — ¢4. On a limsup{X,, > en} C {lim sup % > c}; d’ou P(limsup{X, > en}) = 0.
Comme les variables (X, )nen+ sont i.i.d., le lemme de Borel-Cantelli (2) implique,

Y P(X{ >en) =) P(X1>cn) =Y P(X, > cn) < +oc.

n>1 n>1 n>1

X{ /e et donc X est intégrable. De méme, limsup{X,, < —cn} C {lim inf % < —c}, et utili-
sant les mémes arguments, on obtient

Y P(Xy >en) =) P(X1 < —cn)=> P(X, < —cn) < +oo.

n>1 n>1 n>1
X7 est intégrable. Par conséquent, E[|X1]] = E[X;"] + E[X{] < 4+00. X1 est intégrable. O
Remarque. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires positives i.i.d. avec E[X;] = +o0.

Alors, presque stirement, lim,,—, o, M,, = +00.

En effet, pour tout k € N*, liminf 2 37 | X; > liminf £ 7 | min(X;, k). D’apres la loi forte
des grands nombres, pour tout k& € N*, il existe IV, € F tel que P(Ny) = 0 et, pour tout w € Nf,
limy, s oo = 37 min(X;(w), k) = E[min(X1, k)]. Posons N = Ugen+ Ny ; P(N) = 0 et, pour tout
w € N¢,

« B I B O .
Vk € N¥, lim inf - ;Xi(w) > lim inf - ;mln(Xi(w), k) = E[min(X1, k)].

Par convergence monotone, limy_, o, E[min(X1, k)] = +00 et par suite,

1 n
Yw € N¢, lim inf — ZXi(w) > lim E[min(Xy, k)] = +oo.
n

-1 k—+o00
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Master 1 année, Cours G12 : Probabilités de base

Chapitre V.  Théoreme Limite Central

Nous démontrons dans ce chapitre un résultat fondamental du calcul des probabilités : le
« Théoreme Limite Central ». Signalons que ’adjectif « central » se reporte a « théoreme » et non
a « limite » ; il s’agit donc d’un théoréme limite qui joue un réle central en théorie des probabilités.
Nous utiliserons 'abréviation, communément utilisée, TCL qui nous vient directement de la
traduction anglaise.

De quoi s’agit-i1 7 Commencons par une application de la loi des grands nombres : la méthode
de Monte—Carlo. Soit f : [0, 1] — R une application mesurable, intégrable sur [0, 1] par rapport
a la mesure de Lebesgue. Imaginons que 'on veuille calculer numériquement 'intégrale I =
fol f(z) dz. Pour cela, considérons (X, )nen+ une suite de variables i.i.d. suivant la loi uniforme
sur [0,1] et, pour tout n € N*,

Lw) = =Y fIX(w)], wew
=1

Les variables aléatoires f(X;) sont i.i.d. et f(X1) est intégrable puisque

BFCl) = [ 15l de < oo

On obtient, en appliquant la loi des grands nombres — cf. Théoreme 12 du Chapitre IV —, la
convergence presque siire de la suite (I,(w))nen+ vers I. D’un point de vue pratique, pour
obtenir une approximation de I, il « suffit » d’avoir un échantillon de la loi uniforme sur [0, 1] et
de calculer I,,(w). Une question se pose alors : quelle est la précision de cette approximation ?
Faut-il choisir n grand ?

Pour tenter de répondre & ces questions, on étudie la convergence de la suite n® (I,, — I) en
cherchant une limite non triviale.

1. TCL pour les variables réelles.

Replagons-nous dans le contexte du chapitre précédent en considérant une suite de v.a.r.
(X)nen+ i.i.d. Nous noterons toujours S, = X1 + ...+ X,, et M,, = n~1S,. Lorsque X est
intégrable, (M, )nen+ converge presque sirement vers m = E[X]; nous allons voir que, lorsque
X, est de carré intégrable, \/n(M, — m) converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne
centrée de variance V(X7).

Commencons par un lemme technique.
Lemme 1. Soit (z,)nen+ une suite de complexes.

St limy, 400 N2 = 2, alors limy, oo (1 + 2,)" = €*.

’ . Z
Démonstration. Notons w, = en. On a

n—1
(I4+z)"—€e*=1+2)" —w) =1+ 2, —wp) Z(l + zn)”_l_kwﬁ :
k=0
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par conséquent,

(14 20)" — €|

< |1+ 20— wal sy {1+ 2l T fwaFh < 14 2 — wa] (14 [2a])" e,
et, comme In(1 + x) < z pour tout = > —1,
(1 + 20)" — €| < n |1+ 2 — wy| M2

On a d’autre part, pour tout |z| <1,

z" 1 (-
|ez_1_z|:‘zn22n' §’2|2 ZE§|Z|2 22 (n 1):‘Z|2.

n>2 n>2

11 vient alors, pour tout n > |z|, |1 + 2z, — wy| < |2, — z/n| + |2|?/n?, et par suite
) p ) ) p
(14 2,)" —e*| < <|nzn —z|+ n_1|z|2) enlenltlzl,
Le résultat s’en suit immédiatement. ]

Passons a présent au résultat essentiel de ce paragraphe sous une forme qui se généralisera
au cas vectoriel.

Théoréme 2. Soit (X,,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identique-
ment distribuées avec X1 de carré intégrable; on note m = E[X1] et 02 = V(X). Considérons,
pour tout n € N*,

S,
Tn:\/ﬁ(;—m>, ot Sp,=X1+...+X,.

Alors la suite (Ty,)nen+ converge en loi, lorsque n — +oo, vers une variable aléatoire réelle
de loi N(0,0?).

Démonstration. Rappelons que la fonction caractéristique d'une v.a.r. de loi A'(0,02) est t —

0'2152

e~ 2 . D’apres le théoréeme de Paul Lévy, il suffit donc de vérifier que

. _ 02t2
Vt S R, nll)l}_loo gDTn (t) = e 2
Commengons par remarquer que, pour tout n € N*, notant X; = X; —m et S, = >I" | X,

Soit ¢ la fonction caractéristique de X ; les variables (X n) . étant i.i.d., pg = ¢" et nous
neN* n
avons, pour tout réel t,

P, (0 =E || = 5. (Vi) = o (/)"
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Puisque X7 est de carré intégrable, il en est de méme de X ;. D’aprés la Proposition 17 du
Chapitre I, ¢ est de classe C2 sur R et de plus

p(0)=1,  ¢O)=iE[X1] =0,  ¢"(0)=-E[X]] = -V(X1) = —o2

La formule de Taylor donne p(t) =1 — % +t2&(t) on limy_ype(t) = 0 et

or, (1) = (1—@2+e<t/f>>

Comme n( £o* (t/f)) — ——5— si n — +o00, on obtient, via le Lemme 1,
2,2
VteR, ll}gr_loo or (t)=e" 2~
ce qui termine la démonstration. ]

Pour les variables réelles, on utilise plutét une variante du résultat précédent.

Corollaire 3. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identi-
quement distribuées avec X1 de carré intégrable ; on note m = E[X1], 0% = V(X7) et on suppose
que o > 0. Considérons, pour tout n € N*,

b
o/n

La suite (Zp)nen+ converge en loi, lorsque n — 400, vers une variable aléatoire réelle G de

loi N'(0,1).

Iy = (Sp—mm), ou S,=Xi+...+X,.

Démonstration. Remarquons que Z,, = T,,/o. D’apres le théoréeme précédent, nous savons que T,
converge en loi vers une variable réelle G2 de loi A'(0,0?). La fonction 2 — x /0 étant continue
sur R, Z,, converge en loi vers G,2 /0 qui suit la loi normale centrée réduite N (0, 1). O

Conservons les hypotheses (o > 0) et notations du résultat précédent et désignons par ® la
fonction de répartition de la loi A(0,1) soit

Vi € R, @(t)—\/%/_ e

® est une fonction continue sur R : la fonction de répartition de Z,, Fz, , converge vers &
uniformément sur R d’apres le lemme de Dini — Lemme 5 du Chapitre IV. Remarquons que,
pour tout ¢ € R,

|Fz, (=) = @(t)] = lim [Fz,(s) = ®(s)| < [[Fz, — @]

s—t— oo
En particulier, on a, pour tous s < t,
[P(s < Zn < 1) = P(s < G < t)| = [ [Fz,(t) — Fz,(s—)] = [®(t) — ()] [ <2 [|[Fz, — Pl

on vérifie sans peine que l'inégalité précédente demeure valable pour tout intervalle réel non
nécessairement borné. Si donc [ est un intervalle, on a

12

<2 |[Fz, — Pl
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La loi forte des grands nombres donne le limite de M, = % lorsque n tend vers +oo; le
TCL quant a lui donne une information sur les déviations d’ordre % de M, par rapport a sa

limite puisque
hIJIrl Sllptz() |]P> (|Mn - m’ > Ut/\/ﬁ) -2 [1 - (I)(t)” = 0.

n—

En effet, observons que
P (|M,, —m| > ot/\/n) =P(|Z,| > t) = Fz,(—t—) + 1 — Fz, (),

et que ®(—t) =1 — P(¢t) de sorte que Fyz, (—t—)+1— Fyz, (t) converge uniformément sur R vers
21— ®(t)].

Historiquement, le TCL a d’abord été démontré pour la loi de Bernoulli; plus précisément,

Théoréme 4 (de Moivre-Laplace). Si S, est une variable aléatoire de loi binomiale B(n,p)

avec p €)0,1], alors
Sp—np n <5’n _ p)
Vnp(l —p) p(l—=p)\ n

converge en loi, lorsque n — 400, vers une variable aléatoire de loi N'(0,1).

Démonstration. 11 suffit de remarquer que S, a la loi de X7 + ... 4+ X,,, ou les X; sont i.i.d.
de loi de Bernoulli de parameétre p et d’appliquer le Corollaire 3 en notant que E[X;] = p et
V(X1) =p(1—p). O

Ezemple (Intervalle de confiance). Une application du théoréeme de De Moivre-Laplace est la
construction d’intervalles de confiance pour I’estimation d’une probabilité inconnue p €]0,1[ a
partir de 'observation d’un échantillon de n variables de Bernoulli indépendantes de parameétre
.

Par exemple, si v est une probabilité sur R? et B un borélien de R%, on peut estimer p(B)
a l'aide d’'un n—échantillon de loi p via la mesure empirique p,(B) du borélien B :

n

pin(B) =n"' No(B) =n~"! ZlB(Xi) ;
=1

voir au Chapitre IV I'exemple de la page 58 ainsi que le Théoréme 3.

Considérons, pour t > 0, I’événement
Apt)={weQ:—t< n (S”(w)—p)gt .
p(l=p)\ n

D’apres le théoreme de de Moivre—Laplace, si n est suffisamment grand, la probabilité de
Ap(t) est approximativement 2®(t) — 1 : plus précisément, P(A,(t)) = 2®(t) — 1 + e, (t) avec
sup;er |en(t)] — 0. Ceci se rééerit

P(S”_t PA=p) oSy [PL=P) )_2@ — 1+ en(t).
n n n

On ignore la valeur de p et donc a fortiori celle de p(1 — p). Toutefois, on peut majorer p(1 — p)
par 1/4 et on a P(B,(t)) > 2®(t) — 1 + &, (t) avec

Sulw) 1 S (w) t}'

Bn(t):{wGQ:



En pratique, n est fixé et on a observé des valeurs numériques explicites z1,..., T, que I'on
interpréte comme les valeurs de X (w), ..., Xp(w) pour un méme w tiré au sort suivant P :
my = (1 + ...+ x,)/n représente alors S,(w)/n. Lorsqu’on propose, pour le parametre p,

I'intervalle de confiance . .

2\/ﬁ’m”+2\/ﬁ

on fait le pari que le w observé se trouve dans I’ensemble B, (t). La probabilité de gagner ce
pari est minorée par 2®(t) — 1 4 &,(t). On dit que I,(t) est un intervalle de confiance de p
avec un niveau de confiance d’au moins 2®(¢) — 1 + ¢, (¢). Bien évidemment, en pratique, on
oublie le €,(t) et on détermine ¢ & 1’aide d’une tabulation de ®. Par exemple pour un niveau
de confiance de 95%, on doit avoir ®(t) = 1,95/2; on obtient ¢ ~ 1,96 ce qui donne l'intervalle

1,96 1,96 :
{mn — i Min + 2\/5] au niveau de confiance 95%.

I,(t) = |m, —

On utilise souvent une variante de cette méthode pour obtenir des intervalles de confiance
de longueur plus petite. Au lieu de majorer p(1 — p) par 1/4, on remplace p(1 — p) par un
estimateur. Puisque M, (w) = S, (w)/n converge vers p pour presque tout w, on remplace p(1—p)
par M, (w)(1 — M,(w)). En pratique on dispose de la valeur m,, et on propose, au niveau de
confiance 95%, l'intervalle

my — 1,06/ 70T g, [T M) |
n n

2. Vecteurs Gaussiens.

Rappelons tout d’abord qu’une variable aléatoire réelle X suit la loi normale (ou gaussienne)
de moyenne m € R et de variance o2 > 0, notée N (m, 0?), si :

_ (1—m)2

L7722 lorsque 02 > 0;

V2mo?
e elle est presque stirement égale & m dans le cas ol 02 = 0.

e elle a pour densité la fonction z —

Si X a pour loi N'(m,0?), E[X] =m, V(X) = 02 et on dit que X est une variable gaussienne.
On vérifie facilement qu’une v.a.r. X est gaussienne si et seulement si

242
VteR, Yx(t) =exp (imt—a; )

Avant d’étudier les vecteurs gaussiens, précisons quelques notations. On se place dans la
base canonique (e;);<q de R% Si X est une variable aléatoire a valeurs dans R?, on consi-
dérera toujours X comme un vecteur colonne (méme si X est écrit en ligne pour des raisons
typographiques) i.e., notant u* la transposée de u, X = (Xy,..., Xg)*.

Lorsque X appartient a L2, c’est a dire quand toutes ses composantes sont de carré intégrable,
I'espérance du vecteur X est simplement le vecteur m = E[X] = (E[X1],...,E[X,])" et la matrice
de covariance de X, notée I' — I'x si besoin — ou encore Cov(X) est la matrice dont les coefficients
sont

[y =Cov(X;, X;) = E[(X; - E[Xi]) (X; —E[X;])], 1<i<d 1<j<d
On peut voir facilement que I' = Cov(X) = E[(X — E[X]) (X — E[X])"].
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Si A est une matrice réelle de taille g x d et b un vecteur de RY, le vecteur aléatoire Y = AX+b
appartient & L? dés qu'il en est de méme pour X. La linéarité de I’espérance conduit facilement
aux formules suivantes

E[AX +b] = AE[X] + b, Cov(AX +b) = ACov(X)A*

qui généralisent celles du cas réel. En particulier, si u € R%, la variable réelle u*X a pour
moyenne E[u*X]| = w*E[X] et pour variance V(u*X) = u*Cov(X)u. Par conséquent, Cov(X)
est une matrice symétrique semi-définie positive.

Ces notations étant fixées, passons a la définition d’un vecteur gaussien.

Définition (Vecteur Gaussien). Soit X une application de Q dans R%. X est un vecteur gaussien
de R? si, pour tout t € R%, t* X est une variable aléatoire réelle gaussienne.

Remarque. Si X est un vecteur gaussien, alors pour tout i = 1,...,d, X; est une v.a.r. gaussienne.
En particulier, X appartient & L2.

Par contre, la réciproque est fausse : si X et € sont deux v.a.r. indépendantes, X de loi
N(0,1) et P(e = £1) = 1/2, alors €X suit la loi A'(0,1) mais le couple (X,Y)* n’est pas un
vecteur gaussien ; revoir ’exemple page 34 du Chapitre II.

Néanmoins, si les variables réelles X;, ¢ = 1,...,d, sont gaussiennes et indépendantes alors
X = (X1,...,Xq) est un vecteur gaussien. En effet, si t € R, t*X = Zf-l:l t; X; est une variables
gaussienne comme somme de variables réelles indépendantes et gaussiennes; cf. Chapitre I1.

Théoréme 5. X est un vecteur gaussien de R si et seulement si sa fonction caractéristique

est de la forme
. Tt
t—expqit™m — - [

ot m € RY et T' est une matrice réelle symétrique semi-définie positive.
On a, dans ce cas, m = E[X] et T' = Cov(X). On dit que X suit la loi N'(m,T).

Démonstration. Si X est un vecteur gaussien, t*X est une v.a.r. gaussienne pour tout t € R¢.
On a donc

V(t*X)

: B t*Cov(X)t}'

px(t) =E[e"X] = gy (1) = exp {iE 1" X] - .

} = exp {it*E[X]

Réciproquement, si X a pour fonction caractéristique ¢t — exp {it*m — %} alors, pour
tout c € R,

. t*T't ¢
Y x(c) = px(ct) =exp it*me — 5 :

Pour tout ¢t € R% t*X est donc une v.a.r. gaussienne de moyenne t*m et de variance ¢t*T't.
X est un vecteur gaussien et, pour tout t € R%, t*m = t*E[X], t*T't = t*Cov(X)t. Par suite,
m = E[X]; prenant, t = e; + aej, on obtient, les matrices I' et Cov(X) étant symétriques,
Lii+2al; +aT;; = Cov(X);; + 2aCov(X); j + a?Cov(X);; ce qui montre que les matrices
I' et Cov(X) sont égales. O

Remarque (Importante). Il faut bien retenir du résultat précédent que la loi d’un vecteur gaussien
est entierement déterminée par sa moyenne et sa matrice de covariance.
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En particulier, on peut lire 'indépendance des composantes d’un vecteur gaussien sur sa
matrice de covariance. En effet si X = (Xi,..., Xy)* est un vecteur gaussien, les variables X7,
..., Xg sont indépendantes si et seulement si la matrice de covariance de X, I', est diagonale.
Il suffit de regarder la fonction caractéristique de X ; en effet, comme @y (t;) = @ x(t; €;), nous
avons

vt € RY, ex(t) = ¢x, (t1) ... px,(td) exp {— Zlgkdgd Iy tktz} :

X1, ..., Xg sont donc indépendantes si et seulement si I'y; = I'; , = 0 pour k <[ c’est a dire si
et seulement si I' est diagonale.

Si X;,i=1,...,d sont des variables i.i.d. suivant la loi N'(0,1), X = (Xi,..., X4)* est un
vecteur gaussien (voir la remarque précédente ou sa fonction caractéristique) ; sa moyenne est
nulle et Cov(X) = I : X suit la loi N(0, I;). D’aprés les résultats sur 'indépendance, X a pour

densité la fonction
1 { |2 |2 }
T —> expl ——— ;.
(2m) 2

Proposition 6. Soient X un vecteur gaussien de R, b € R? et A une matrice réelle q x d.
Alors Y = AX + b est un vecteur gaussien de RY de moyenne AE[X]| + b et de matrice de
covariance ACov(X)A*.

Démonstration. Soit u € R%. u*(Y — b) = u*AX = (A*u)" X est une v.a.r. gaussienne puisque
X est un vecteur gaussien; il en va de méme de u*Y = u*(Y — b) + u*b. Y est donc un vecteur
gaussien de RY. La moyenne et la covariance résultent des formules rappelées au début du
paragraphe. O

Proposition 7. Soient X un vecteur gaussien, A et B deux matrices réelles de tailles respectives
gxdetrxd AX et BX sont indépendants si et seulement si ACov(X)B* = 0.

Démonstration. Notons m = E[X] et I' = Cov(X). Soit C' la matrice réelle de taille (¢ +r) x d

A AX
— 4 i q+r — —
C < B ) et Y le vecteur aléatoire de R¥™" Y = C'X BY

Y est un vecteur gaussien et on a E[Y] = Cm, Cov(Y) = CTC*. On a, via le Théoréme 5,

. D’apres la Proposition 6,

1
Vu € R, Py (u) = exp {iu*Cm - QU*CFC*U} .

. . N T . ;. S
Si on note s les ¢ premiéres composantes de u et t les r derniéres ¢’est a dire si on écrit u = < . ) ,

on a u*C = s*A + t* B, et par suite
w*CT'C*u = s*AT'A*s + t* BT B*t + s*AT'B*t + t"BI'A*s = s"AT'A*s + t"BI'B*t + 2 s* A B*t.
Finalement, nous avons
1 1
Yy (u) = exp {is*Am - 25*AFA*S} exp {it*Bm - 2t*BFB*t} exp{—s*AI'B*t}.

Or AX et BX sont également des vecteurs gaussiens et d’apres le Théoreme 5, I'égalité précé-
dente se réécrit

Py (u) = pax(s) ppx(t) exp {—s"AT'B"t}.
Par conséquent, AX et BX sont indépendants si et seulement si, pour tous s € R4, t € R",
s*AI'B*t = 0 c’est a dire si et seulement si AI'B* = 0. O
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Remarque. Si X et Y sont deux vecteurs gaussiens indépendants a valeurs dans R? et R”, alors
le vecteur Z = (X*,Y*)" est un vecteur gaussien de R9™". En effet, conservant les notations
précédentes, si u € RIT", u*Z = s*X + t*Y est une variable réelle gaussienne comme somme
deux v.a.r. gaussiennes indépendantes.

Nous finissons en montrant que si m € R et si I' est une matrice symétrique semi-définie
positive, alors il existe un vecteur gaussien X de moyenne m et de matrice de covariance I'.

Théoréme 8. Soient m € R et I une matrice réelle d x d symétrique et semi-définie positive.
1. 1l existe un vecteur gaussien X d valeurs dans R de loi N'(m,T) c’est a dire tel que
E[X]=m et Cov(X)=T.

2. X posséde une densité si et seulement si I' est inversible. Dans ce cas, X a pour densité

1 o *1‘\—1 o
vreRY  pla) = 1 exp {_(x m)* T~ (z —m) }
(2m)ddet T 2
Sinon, X est porté par m + (ker F)l.
3. Il existe o > 0 tel que E [eo“XP] < +00.
Démonstration. Soient Y7,. .., Yy des variables indépendantes de loi (0, 1) ; notons Y le vecteur

Y =(Y1,...,Yy)". Y est un vecteur gaussien tel que E[Y] =0 et Cov(Y) = Ij.

La matrice I étant symétrique, elle est diagonalisable et comme elle est semi-définie positive
24 =1,...,d — a; > 0 — les valeurs propres
comptées avec leur multiplicité : les o; ne sont pas nécessairement distincts. Il existe une matrice
orthogonale (les colonnes sont des vecteurs propres) A telle que I' = AX2A* ou ¥ est la matrice

diagonale formée des o;.

toutes les valeurs propres sont positives. Notons o

e Soit X = m + AYY. X est un vecteur gaussien d’apres la Proposition 6. De plus, on a
E[X] = AXE[Y] +m = m, Cov(X) = AXCov(Y)T*A* = AX2A* =T.

e Supposons que I" est inversible ce qui signifie que toutes les valeurs propres sont strictement

, . B R T
positives. Y a pour densité sur R? la fonction y — (27) e % isi f: R* — Ry est

borélienne, nous avons

2
[y

E[f(X)] = E[f(m + ASY)] = — [, fm+ Azy) e ay,

y/ (2m)?

Effectuons, le changement de variable z = m + AXy, y = X" 1A~ (z — m). On a alors,

—1 A—1 T —m 2
E[f(X)] = 1 /Rdf(ac) exp{—’E A~ ) }‘detElAl‘dx.

/(QW)d 2

Remarquons pour conclure que, A étant orthogonale, |det E_lA_1| = (det I’)_% et que, puisque

A* = Afl7

=(z—m)* AT A (2 —m) = (& — m) T Y (z —m).

’E_lA_l(x — m)‘2

Par conséquent, nous avons

E[f(X) (z = m)" TNz — m) } iz,

- [ i@ exp{— :
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ce qui montre que X a la densité requise.

Si T n’est pas inversible, considérons ug, ..., u, (1 < r < d) une base orthonormale de ker I".
On a donc

X em+ (kerD)L} = ﬁ{uf(X—m) =0}.
=1

Or, pour tout u € kerI', on a V(u*(X —m)) = u*Cov(X)u = 0. Par conséquent, la variable réelle
u*(X —m) est presque stirement égale a sa moyenne qui est nulle. Par suite, P (v} (X —m) =0) =
lpourtouti=1,...,r,et donc P (uf(X —m) =0, Vi=1,...,r) = 1. Dans ce cas, X ne possede
pas de densité puisqu’il est porté par un espace affine de dimension strictement inférieure a d
donc négligeable pour la mesure de Lebesgue \g.

e Rappelons que si G est une v.a.r. de loi N'(0,1), on a, pour s < 1/2, via le changement de

variable z = x/1 — 2s,
22(1-25) 1

SIS B
S s

_z?
e 2 dr =

et pour s > 1/2, 5(s) = +o0. On a alors, puisque A est orthogonale,

E {€O¢|X—m|2} —-F {ea\AZY\Q} ) [eamyq —-F {6Oc(O'%Y12+...+O'ZYd2)} :

et comme les variables Y; sont i.i.d. suivant la loi N(0,1),
2 d 2y2
E o] = T E [ = T] Blac?),
i=1

qui est finie dés que amax;<qo? < 1. Pour finir, notons que, |X|?> < 2|X — m|? +2|m/|? et donc
que
E {€a|X|2} _ 62a|m|2 E [€2a\X—m|2} )

Ceci montre I'existence d'un a > 0 répondant a la question. O

Définition. Soit X = (X1,...,X;,) un n—échantillon de loi N'(0,1) : les variables X; sont i.i.d.
suivant la loi V(0,1). La loi de |X|?> = X? + ... 4+ X2 s’appelle la loi du chi-deux & n degrés de
liberté ; on la note y2.

Remarque. On appelle loi gamma de parametres o > 0 et s > 0, notée I'y 5, la probabilité sur
R de densité

s +o00
— gt lem® 1r: (z), = €R, avec I'(s) = / ¥ e d.
0

/704,5(37) = F(S)

On montre facilement que si X et Y sont indépendantes de lois respectives I'y s et I'n ¢, X +Y
suit la loi I'g s4¢.

Lemme 9. La loi du chi-deux a n degrés de liberté est la loi T’ donc de densité

1n
272

n
2 2 x
1721 16 2 1R* (x)




Démonstration. Si G a pour loi N'(0,1), la variable G2 suit la loi T

est borélienne, nous avons, via y = x2,

Eneffet,si f : R — R*

11.
272

1 _a? 2 [t _a? 2 [t _uv dy

E[f(6%)] == [ f@e T do=—— [ et Fdn——— | .

()] = | J@he Tar=—= | J@h)e T dr=—— [ @) o
G? suit bien la loi F%% puisque I'(3) = /7.

Si X est un n—échantillon de loi N(0,1), |X|? suit donc la loi I's
27
précédente. O

d’apres la remarque

n
2

Proposition 10. Soient X un n—échantillon de loi N(0,1) et w € R™ tel que |u| = 1. Alors
Y = X —u*Xu et u*X sont indépendants. En outre, |Y|? suit la loi x2_;.

En particulier, la moyenne et la variance empiriques de X

1
n—1

1 n n
My =3 Xi Vo= (X — M,)?,
=1 =1

sont indépendants et (n — 1)V, suit la loi du chi-deux a n — 1 degrés de liberté.

Démonstration. X est un vecteur gaussien de R™ de loi N(0,1,) et Y = (I, — uu*)X. Pour
vérifier I'indépendance des variables Y et u* X, il suffit de montrer, d’apres la Proposition 7, que
(I, — uvu*)Cov(X)u = 0. Or (I, — uu*)Cov(X)u = u(l — |ul?) = 0.

D’apres la Proposition 6, Y est un vecteur gaussien centré dont la matrice de covariance est
(I, —uu*)? = I, —uu*. Considérons uy, ..., u,_1 une base orthonormale de vect(u)". La matrice
P = (ui,...,up—1,u) est alors orthogonale et donc |Y| = |P*Y|. Toujours, via la Proposition 6,
P*Y est un vecteur gaussien centré de covariance P*(I, — wu*)P = I, — P*uu*P. Or on a
uw*P = (u*uy, ..., u uy, u*u) = (0,...,0,1), de sorte que

P*(I,, — uu*)P = ( I"O*I 8 ) ;

[Y|? suit la loi x2_;.
On obtient le résultat sur la moyenne et la variance empiriques en prenant pour u le vecteur
dont toutes les coordonnées sont 1/4/n; en effet, nous avons

VM, =u*X, et (n—1)V,=|Y,> ot Y,=X—-u"Xu,
ce qui termine la démonstration. ]

Remarque. De la méme maniere, si X un vecteur gaussien centré de R™ de matrice de covariance
[ =1, —uu* ot u € R™ avec |u| = 1. Alors | X|? suit la loi x2_;.

3. TCL multidimensionnel.

Nous allons, pour clore ce chapitre sur le théoreme limite central, en donner une version
valable pour les variables & valeurs dans R9.

Commencons par remarquer que si (X, )nen+ est une suite i.i.d. de variables & valeurs dans R?
telle que X7 soit intégrable alors nous avons convergence presque siire de la suite (M, ),en+ vers
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le vecteur E[X1]. Il suffit d’appliquer la loi forte des grands nombres a chacune des composantes
de la suite (X,,)nen-.

Nous allons voir que le théoreme limite central se généralise également au cas de variables a
valeurs dans R?.

Théoréme 11. Soit (X,)nen une suite de variables a valeurs dans R?, i.i.d. avec X1 € L2. On
note m = E[X1] et T’ la matrice de covariance de X;.

Alors la suite de variables T,, = \/n (% — m) converge en loi, lorsque n — +00, vers

un vecteur gaussien G de loi N'(0,T).

Démonstration. Comme dans le cas réel, nous allons appliquer le théoréme de Paul Lévy. Soit
te R Ona

o1, (1) =E [ T] = 0p (1), et T, =V <

t*Xl—l-...—l—t*Xn " >
—ttm | .
n
Les variables réelles (t*Xp)nen+ sont ii.d., t*X; est de carré intégrable et E[t*X1] = t*m,

V(t*X1) = t*T't. D’apres le Théoreme 2, t*T,, converge en loi vers une variable réelle de loi
N(0,t*T't). Par conséquent,

n—-+oo n—-+oo 2

*T
lim @p (t) = lm @7 (1) =exp {—t t}.

Ceci termine la démonstration puisque nous avons convergence simple sur R¢ de g, vers la
fonction caractéristique de la loi N'(0,T). O

Donnons un exemple d’utilisation de ce résultat.

Ezemple (Loi multinomiale). Soient ;1 une probabilité et By,..., B, des boréliens deux & deux
disjoints de RY tels que 3°5_; u(By,) = 1. Si (X1,..., X,) est un n—échantillon de loi y on pose,
pour k = 1,...,7, No(Bg) = >iuq1p,(X;) et on note N,, le vecteur de R" de coordonnées
Ny (By).

N, suit la loi multinomiale de parameétres n et u(Bg), k=1,...,7:

n!
]P)(Nn(Bl) =MN1,..., Nn(Br) = TLT) = m M(Bl)nl . ,LL(Br)nT
e Nyl

dans le casou n = ny+...+n, avec les n;, € N et 0 dans le cas contraire et avec les conventions
00=1,00=1.

Une démonstration possible consiste en une récurrence sur la taille de ’échantillon. Com-
mengons par remarquer que, 0 < N, (Bg) < n pour tout k = 1,...,r, et que, comme u(B7) +
coo+ u(By) =1, Ny(By) + ... + Nu(B,) = n presque sirement Pour n = 1, le résultat est
immédiat. Supposons la formule vraie pour n et démontrons-la & 'ordre n + 1. Soient donc
ni+...+n, =n+1 avec les ny € N. On a, comme P(X,,11 € U<, B) = 1 et comme les By,
sont disjoints,

P[Nn+1(Bl) =MN1,... 7Nn+1(Br) = nr]

.
= Z ]P)[NnJrl(Bl) =nNi,... >Nn+1(Br) =ny, Xpt1 € Bk]
k=1

- XT:P[Nn(Bl) = n1(k), .., Na(By) = ny(k), X1 € By,
k=1
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avec ny(k) = n; si k # 1 et ng(k) = np — 1. D’autre part, pour £ = 1,...,r, nous avons, vu
I'indépendance des variables X;,

P[N,(B1) = n1(k), ..., Nn(B,) = np(k), Xns1 € By
VB, Na(By) = 1o (k)] P(Xps1 € By)
)

D’apres I’hypothese de récurrence,

P[Ny(B1) = ni(k), ..., Nu(By) = n, (k)] = s (B (B

P[Ny(B1) = n1(k), - ., Nu(By) = n, (k)] 1(By) = ﬁ W(B)™ .. (B,

et par conséquent,

n!
P[Nps1(Br) =ni,..., Npy1(Br) = np] = ———— pu(B1)™ ... u(B)™ >y,
ny!...n,! =
ce qui donne le résultat puisque nqy + ...+ n, =n+ 1.
Désignons par p, la mesure empirique de I’échantillon (Xi,...,X,) :

1
,un:g((;)(i—k...—l—é)(n).

Pour tout borélien B de RY, 1, (B) = N, (B)/n.

La loi forte des grands nombres nous apprend que p,(By) converge presque stirement vers
w(By) pour tout k =1,...,7r.

Si on applique le TCL multidimensionnel, on obtient la convergence en loi, lorsque n tend
vers +oo du vecteur T, de coordonnées

\/ﬁ [Mn(Bk) - N(Bk)}v k=1,...,m

vers un vecteur gaussien centré G de matrice de covariance I' donnée par : pour 1 < k, I <r,

FkJ = Cov (].Bk(Xl),lBl(Xl))
E[1p, (X1)1p,(X1)] — E[1p, (X1)] E[15,(X1)]
= w(Br N By) — n(By)u(Br)

soit, Iy = p(By) Loy (k — 1) — pu(Bi) u(By).

Supposons & présent que, u(By) > 0 pour tout k = 1,...,r et notons A la matrice diagonale
formée des réels M(Bl)fé, e ,u(Br)fé. L’application z —— Az, de R" dans lui-méme, est
continue et par conséquent, AT, converge en loi vers AG. D’apres la Proposition 6, AG est un

vecteur gaussien de covariance AT'A. Or ATA = I, — uu* ou u est le vecteur de coordonnées
Vi(By), k = 1,...,r. Comme |u| = 35_; u(Bg) = 1, |[AG|? suit la loi x2_,. L’application

82



x — |z|? est continue sur R ; par conséquent |AT},|? converge en loi vers |[AG|? qui suit la loi
X2_; : la suite de variables aléatoires

4 n _ Bk - n,u(Bk)]
2 By B Z niu(B)

converge en loi, lorsque n — +00, vers la loi du chi-deux & r — 1 degrés de liberté, x2_;.

Nous venons d’établir le résultat suivant :

Proposition 12. Soient pi1, ..., p. des réels strictement positifs tels que p1 + ... +p, = 1. St

N,, est une variable aléatoire de loi multinomiale de paramétres n et (p1,...,pr) alors
1 2 2
(NT(L - npl) (Nﬁr) — npr)
-+ 4+
npi npr

converge en loi vers x2_.
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