UFR SceM, Master MA 1 année, MATH703

Martingales a temps discret

e Dans toute la suite, on travaille sur un espace probabilisé (2, F,P).

1. Processus, filtrations, temps d’arrét.
e Un processus (stochastique) est une suite X = (X,,),>0 de variables aléatoires a valeurs
dans le méme espace.

e Une filtration est une suite (F,),>0 de sous-tribus de F croissante (pour linclusion) :
pour tout n € N, F,, C Fpi1.

* On note Fo, = o(Fy,,n € N).

e Un processus X = (X,,)n>0 est adapté par rapport a une filtration (F,),>¢ si, pour tout
entier n, X,, est F,~mesurable. Il est dit prévisible par rapport a (F,),>0 si, X, est
Fn_1—mesurable pour tout n.

* Si besoin F_; = {0, Q}.
e Si X est un processus, on appelle filtration naturelle de X, la filtration définie par

FX =0(Xo,...,X,), neN.

n

* C’est la plus petite filtration qui fait de X un processus adapté.

x Si X est adapté par rapport a (F,),>o, alors FX C F, pour tout n.

Définition. Une variable aléatoire T' & valeurs dans N = N U {+oco} est un temps d’arrét
de la filtration (F,),>o si, pour tout entier n, {T' < n} € F,.

e SiT est un temps d’arrét,
Fr={AeFo:Yne N, An{T <n} e F,}
est une tribu appelée tribu des événements antérieurs a T.
x Définitions équivalentes en remplacant {T° < n} par {T = n}.

Exemple(s). 1. Soient S et T deux TA. Alors S VT = max(S,T) et SAT =min(S,T)
sont aussi des temps d’arrét. En effet,

{SvT <n}={S<n}n{T <n}, {SAT>n}={S>n}n{T >n}.
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2. Soient B un ensemble borélien et T le temps d’entrée dans B de (X,,),>0 i.e.
Tp=inf{n >0: X, € B}, inf() = +oc.
Alors Tz est un temps d’arrét de la filtration naturelle de X puisque

(Ts=n}={Xo ¢ BYN...N{X,_1 ¢ BYN{X, € B}.

3. Si S et T sont deux TA avec S < T, alors Fs C Fr. En effet, si A € Fg, pour tout n,
AnN{T <n} =An{S <n}n{T <n}
appartient a F,, puisque AN{S < n} et {T" < n} sont aussi éléments de F,.

4. Si X est un processus adapté et T un TA fini, alors la v.a., notée X, définie par
Xp(w) = Xpy(w) est Fr—mesurable. En effet, si B est un borélien et n un entier,

{Xre B}n{T'=n}={X, e B}n{T'=n} € F,.
e Soient 7" un TA et X une v.a. F—mesurable. X est Fp—mesurable si et seulement si,
pour tout entier n, X1r<, (ou X1r—,) est F,—mesurable.

e Si X est intégrable, alors

E[X|Fr] =Y E[X[Fulron + E[X | Foc] Ir—ioc = > E[X | F] 17—

n>0 neN
En effet, si Y est Fr—mesurable et bornée, Y17, est F,-mesurable pour tout n € N et
VY EBIX|Fallrey =Y E[X|F] Y1, = > E[XY1r, | Fi,
et prenant 1’espérance

E[Y Y E[X|F]lrm] = Y EE[XY 1y | F]] = Y E[XY1r] = E[XY].

2. Martingales and co.

Définition. Soient X = (X,,),>0 un processus et (F,),>o une filtration. On dit que X est
une martingale relativement a (F;,),>o0 si

1. X est adapté par rapport a (F,),>o : pour tout entier n, X,, est F,,—mesurable;
2. X est intégrable : pour tout entier n, E[|X,|] < oo}
3. Pour tout entier n, X,, = E [ X411 | F].
e Un processus réel, adapté par rapport a (F,),>0 et intégrable, est une surmartingale par

rapport a (F,)n>o0 si
VneN, X, >E[Xp|Fl.
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e Un processus réel, adapté par rapport a (F,)n,>o et intégrable, est une sous-martingale
par rapport a (Fy,)n>o si

VneN, X, <E[Xp|Fl.

Remarque(s). 1. Lorsque la filtration n’est pas précisée, il est entendu qu’il s’agit de la
filtration naturelle du processus considéré.

2. X est une surmartingale ssi —X est une sous-martingale.
3. X est une martingale ssi X est a la fois une surmartingale et une sous-martingale.

4. Si X est une sous-martingale, pour tous entiers n et p, X,, < E[X,1, | F,]. En effet,
* Si X est une sous-martingale, n — E [X,,] est croissante;

* Si X est une surmartingale, n — E[X,,] est décroissante ;

* Si X est une martingale, n — E [X,,] est constante.

Exemple(s). 1. Soient Z une variable aléatoire intégrable et (F,,),>o une filtration. On
pose, pour n € N, X,, = E[Z|F,]. X est une martingale. Les points 1 et 2 de la
définition sont évidents. Pour le 3¢,

E[Xoi1| Fol =E[E[Z | Foia] | Fo] =E[Z] Fa] = X,
* 1l faut retenir que « la » martingale est E [TRUC | F,,].
* En particulier, X est une sous-martingale si le processus est sous « la » martingale :

X, <E[X,1]|Fal-

2. Soit (U,)n>1 une suite de v.a. indépendantes, intégrables et centrées. On pose Sy = 0,
Fo ={0,Q} et, pour tout entier n > 1,

Sn:U1+—|—Un, .Fn:O'(Ul,...,Un).

S = (Sn)n>0 est une (F,)n>o-martingale. Tres clairement, S est adapté. S est intégrable
car une somme finie de v.a. intégrables est intégrable. Finalement,

E [SnJrl |‘Fn] B S" =E [SnJrl - Sn ‘ Fn] =E [Un+1 |./T_‘n] iﬂd:pt. E [Un+1] Cergrée 0.

3. Soient 0 < p <1 et (Uy,),>1 une suite de v.a. i.i.d. de loi donnée par P(U; = 1) = p,
P(U; = —1) = 1 — p. Avec les notations de l'exemple précédent, S est adapté par
rapport a (F,),>o et intégrable. De plus, pour n € N,

E [Sn—H |‘/—'-n] - S, =E [Sn-H — S | }—n] =E [Un—f—l |]:n] ingt. E [Un-i-l] =2p—1.

S est une sous-martingale ssi p > 1/2, une surmartingale ssi p < 1/2, une martingale
ssip=1/2.

4. Les notations sont celles de I'exemple précédent avec p = 1/2. On considére, pour tout
n>1, X, = e®. X est une sous-martingale. Les deux premiers points sont évidents
et, pour n > 0,

E[Xni1| Fa] =E {es" elUntt |]:n} =R {eU”“ |.7:n} LS E {eU"“} = X, cosh(1).

Comme X,, > 0 et cosh(1) > 1, X est une sous-martingale.
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Inégalité de Jensen.

e Une fonction g est convexe si, pour tous réels z, y et A € [0, 1],

g Az + (1= Ny) < Ag(z) + (1 — N)g(y).

* On a alors g(x) > g(xo) + ¢'(x)(x — o) (« la courbe est au dessus de la tangente »)

% Si g est dérivable, g est convexe ssi ¢’ est croissante.

e La fonction x — |z|P est convexe deés que p > 1 et x — € est convexe pour tout réel
a.

Proposition (Inégalité de Jensen). Soient X une v.a. intégrable et G une sous-tribu de F.
Soit g : R — R une fonction conveze telle que E[|g(X)|] < co. Alors,

g (E[X[G]) <E[g(X)]|G].

e En particulier, lorsque g est convexe

g9 (E[X]) <E[g(X)].

* Par exemple,
EX]P<E[X?], <R

Corollaire. Soient X une (F,)n>0—martingale et g : R — R une fonction conveze. On

suppose que, pour tout n >0, g(X,,) est intégrable. Alors (g(X,))n>0 est une (F,)n>o0—sous-
martingale.

Démonstration. Pour tout n > 0, on a, d’apres 'inégalité de Jensen

Jensen

E[g(Xni1) | Ful = g(E[Xpp [ Fa]) = 9(Xn).

O

e Soit X est une sous-martingale; si g est convexe et croissante alors g(X) est une sous-
martingale.

Exemple(s). Si X est une martingale ou une sous-martingale positive alors, pour p > 1,
(| X%|P)n>0 est une sous-martingale deés que E [| X,|P] < oo pour tout entier n.

3. Théoreme d’arrét.

Définition. Une variable aléatoire T' a valeurs dans N = N U {+oo} est un temps d’arrét
de la filtration (F,),>0 si, pour tout entier n, {T" < n} € F,.
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e SiT est un temps d’arrét,
Fr={AeF.:VneN, An{T <n} e F,}
est une tribu appelée tribu des événements antérieurs a T'.
* Définitions équivalentes en remplagant {T" < n} par {T' = n}.

e Soient 7" un TA et X une v.a. F—mesurable. X est Fp—mesurable si et seulement si,
pour tout entier n, X1r<, (ou X1r—,) est F,—mesurable.

e Si X est intégrable, alors

EX|Frl =Y E[X|Fllren + E[X | Fao lrm oo = > E[X | Fl 11,

n>0 neN
En effet, si Y est Fr—mesurable et bornée, Y17, est F,-mesurable pour tout n € N et
YZIE (X | Fo] 17—, = ZE[XU—"n] Ylir_, = Z]E[XYlT:nU:n} ,
et prenant 1’espérance

E|YYEX|Fllr] =Y EE[XY1r| £l = Y E[XY1r,] = E[XY].

Lemme. Soient X une (F,)n>0-martingale et H = (H,),>1 un processus prévisible et bor-
née. On pose My =0 et, pourn > 1,

M, = Hy (Xy — Xo) + ..+ Hy (X — Xo_y).
Alors, M est une (F,)n>0—martingale.

Démonstration. Pour n > 0, on a

] H prev

E [Mn-‘rl - Mn | Fn] =E [Hn-i-l (Xn+1 ) |JT" Hn+1 E [Xn—I—l — Xn | Fn] X réart. 0.

]

Remarque(s). Si X est une sous-martingale (resp. une surmartingale) et H prévisible
bornée et positif, M est une sous-martingale (resp. une surmartingale). En effet,

] H prov

E [Mn—f—l - Mn | ‘/T-n] - E [Hn+1 (Xn+1 ) |F ]{n—&-lIE [Xn-l—l - Xn | ]:n] Z 0

car X est une sous-martingale et H est positif (le sens des inégalités est préservé).

e Rappelons que si X est un processus adapté et T un TA fini, alors la v.a. X définie par
Xr(w) = Xp)(w) est Fp—mesurable

Définition (Processus arrété au temps T'). Soient X un processus adapté et T' un temps
d’arrét par rapport a la filtration (F,),>0. On appelle processus arrété au temps T le pro-
cessus X7 défini par

X = Xppr, le. X[(w) = Xprr@)(w), ne€N.

n
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Proposition. Soient T' un temps d’arrét et X une martingale (resp. une sous-martingale,
resp. une surmartingale) par rapport a la filtration (F,)n>o. Alors, XT = (Xua7)n>0 €st une
martingale (resp. une sous-martingale, resp. une surmartingale) par rapport & (Fu)n>o-

Démonstration. Remarquons que pour tous n et p entiers,
Xonp = Xo + kzn: lpp (Xi — Xgo1) .
=1
Par conséquent, comme pour k et T entiers, T > k équivaut a T' > k£ — 1, nous avons
XI'=Xo+ kz": o<y (Xg — Xjo1) = Xo + ki Irspo1 (X — X)) -
-1 =1

Le processus (Hy = 17sk_1)k>1 étant prévisible, borné et positif le lemme précédent (ou la
remarque qui suit) montrer que X7 est une martingale (resp. une sous-martingale, resp. une
surmartingale) par rapport a (F,)n>0- O

Théoréme (Théoreme d’arrét de Doob). Soient X = (X,,)n>0 une sous-martingale, S et T
deuz temps d’arrét par rapport a (Fn)n>0. On suppose que S < T et que T est borné i.e. il
eviste k € N tel que T < k. Alors,

Xg <E[Xr|Fs].
Remarque(s). 1. Si X est une martingale alors Xg = E [ X7 | Fg].

2. Ce résultat s’utilise souvent avec S = 0 et en prenant ’espérance, c’est a dire, dans le
cas d'une martingale
E[Xr] = E[X,]. (1)

Démonstration. Puisque S <T <k, on a
k k
E[Xr|Fs] =D E[Xr|F)] 1s=p = D E[Xrm | Fp] Ls=p,
p=0 p=0
et comme X7 est une sous-martingale,

k k
E[Xr|Fs] > > Xraplsep =Y Xrps ls—p = Xras = Xs.
p=0 p=0

Remarque(s). La formule (1) est vraie dans les cas suivants :

1. T est borné p.s.;
2. T est fini p.s. et sup,,>q | X, | est intégrable;
3. T est intégrable et il existe une constante C' > 0 telle que :

vn 2 07 E HXn+1 - Xn’ |‘Fn] S C p-S.
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Si on ne peut pas appliquer I'un de ces résultats, on essaie de passer a la limite, quand
n — +o00, dans la relation E [X7,,] = E [Xj].

Exemple(s) (Ruine du joueur). Deux joueurs s’affrontent dans une partie de pile ou face.

La fortune initiale du 1°* joueur est de a euros, celle du second b euros. Le jeu s’arréte lorsque
I'un des deux joueurs est ruiné. La fortune du 1°* joueur est donnée par

Sn =a+ ZUZ? avec (Ui)iZI iid. et ]P(Ul = 1) = P(Ul = —1) = 1/2

=1

La fin de la partie est donnée par le temps d’arrét
T'=inf{n>1:5,=00usS,=a+b}=inf{n>1:5,(a+b—-25,) =0}
(Sn)ns0 et (S2 —n)u>o sont des martingales; il vient
B[S}y —nAT|=d  E[Su]=a
Comme 0 < S, < a+ b, on obtient par convergence monotone,
E(T] = lim E[T An] = lim B [S2,,] - a® < (a+b)* — a®,

T est intégrable et donc fini p.s.; en particulier, S,»r —> St et comme 0 < S,\r < a+ b,
on obtient facilement par passage a la limite,

E[Sr]=a, E[S;—T|=ad
Comme St est a valeurs dans {0, a + b},
E[Sr] = (a+ b)P(S7 = a + b), E[T] = (a +b)’P(Sy = a + b) — a*.

Finalement,

IP(ST:aer):a— P(Sy =0) =

4. Inégalités maximales.

Proposition. Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Pour tout a > 0,
aIP’(maX X > a) <E [Xﬂ .
0<k<n
Remarque(s). 1. Rappelons que * = max(z,0) < |z|.
2. Cette inégalité généralise I'inégalité de Markov :si X > Oeta > 0, aP(X > a) < E[X].
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Démonstration. Soit a > 0. On considere le temps d’arrét S = inf{O0 <k <n: Xy >a}An
et on note X = maxp<i<, Xi. Comme S est borné par n, on a d’apres le théoreme d’arrét,

E[X,] > E[Xs] =E [Xslx;za| + E [Xslx;a| -
Par définition de S, lorsque X > a, Xg > a et quand X < a, S = n. Par conséquent,
E[X,] > aP (X} > a) + E [ X,1x; <l

et I'on déduit que
aP (X} > a) <E[X, 1x;0] <E[X/[].

Remarque(s). En fait, on a montré que

aP (X >a) SE[X,1x;a], ol X = max X;. (2)

0<k<n

Corollaire. Soit (X,,),>0 une sous-martingale. Pour tout a > 0,

k>0 n>0

alP <supXk > a) <supE [Xﬂ )

Démonstration. Soit a > 0. Comme {sup,>q X > a} = Up>o{maxo<r<n Xp > a} et que les
ensembles {maxo<g<, Xx > a} sont croissants

P (supXk > a) = lim P(max X > a) <altsupE [X,ﬂ :

k>0 =00 0<k<n n>0
Pour tout € > 0, comme {sup;>o Xy > a} C {sup;>q Xx >a —¢c}, on a
P (supXk > a) <P (supXk >a — 5) <(a—¢e)'supE [X;[] ,
k>0 k>0 n>0

et on obtient quand ¢ — 07,
P (supXk > a) <a 'supE [Xﬂ :
k>0 n>0

]

Corollaire. Soient p > 1 et (X,)n>0 une martingale ou une sous-martingale positive telle
que X, € LP pour tout n. Alors, pour tout a > 0,

a’ P (max | X%| > a) < E[|X,]7].

0<k<n

Démonstration. Si X est une martingale ou une sous-martingale positive, alors | X [P est une
sous-martingale. Comme, pour p > 1, {maxo<i<n | Xi| > a} = {maxo<g<n |Xi|? > a”}, on a

a’ P (0121’?2{ | X%| > a) =a’P (max | Xk|? > ap) < E[|X,]7].

0<k<



e Ce dernier corollaire permet de retrouver une inégalité classique :

Inégalité de Kolmogorov. Soient Y7, ..., Y, des variables aléatoires indépendantes de
carré intégrable et centrées. Pour a > 0,

RS 2
IP’(Jg&XAH%—..A—Yk\ 2&) <a ;;E{Yk]

Théoréme. Soient p > 1 et (X,,)n>0 une martingale ou une sous-martingale positive telle
que X,, € LP pour tout n. Alors,

E {max yxm] < (pflymxn\p].

0<k<n

e Le résultat n’est pas vrai pour p = 1.

e Par convergence monotone, on obtient

n>0 n>0

P
E [sup |an?] < (ﬂ) sup E[|X,[7] .
-~

* Pour une martingale (ou une sous-martingale positive) bornée dans L?, la variable
aléatoire sup,,~, | X,| € L?.

e La preuve utilise le résultat suivant : si X est une va positive, pour p > 0,
E [X7] :p/ #-1P(X > 1) dt.
0

* FEn particulier, si X est entiere

E[X] =Y P(X >i) =S P(X > k).

i>0 k>1

Démonstration. Remarquons que, comme X est une martingale ou une sous-martingale posi-
tive, | X| est une sous-martingale. Soit € N. Notons Y,, = maxo<r<, | Xx|. D’apres la formule
précédente et la majoration (2)

VY =p [ 0P, > dt<p [0 CR]|X 1y, d,
0 0
=B [1Xa] [0 1yt = LB X2
0 p—1
D’apres I'inégalité de Holder, on a

n

E[[Xa | VP~ < B[ XD EY)ED2,

et par conséquent,
D _
E[Y;y] < o1 (B[ Xa[P)Y? (B [y~

On en déduit alors que

p1\1/p p p\1/p
(B[ < o1 B /

ce qui donne le résultat annoncé. O



5. Convergence.

e Il s’agit de déterminer si lim,,_,, X, existe et dans ce cas de préciser en quel sens.

5.1. Martingales de carré intégrable.

Proposition (Décomposition de Doob). Soient (F,)n>o une filtration et X = (X,)n>0 un
processus adapté et intégrable i.e. X, € L' pour tout n. Alors, il existe une martingale
(M,)n>0 €t un processus prévisible (V,,)n>o tels que : My = Vo =0 et

vneN, X,=Xo+M,+YV,.
De plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. Commencons par l'existence. Supposons que cette décomposition existe.
Alors, V' étant prévisible, comme M est une martingale,

Vn - Vn—l =E [Vn - Vn—l |fn—1] )
=E [Xn - anl |fn71] —E [Mn - Mnfl |fn71] =EK [Xn - anl |fn71] .

On pose donc My =V =0 et, pour n > 1,

NE

V=3 (Vi = Vi) = 2 E[Xp = Xy | Fiea], My =X, — Xo = Vi,
k=1

B
Il
—

De maniere évidente, V' a toutes les propriétés requises. Pour voir que M est une martingale,
il suffit de remarquer que

M, — M,y =X, — X1 —E[X,, — X,y | Fuia], et donc E[M, — M,_, | Fo_y] = 0.

Supposons que deux décompositions existent : X, = Xo+ M, +V,, = Xo+ M) + V! n € N.
Pour tout n, M,, — M = V! —V, et M — M’ est une martingale prévisible. Par suite, pour

tout n,
prév.

M, — Mrlz et E [Mn—f—l - M;H-l |fn} = My — M7/z+1-
Donc, pour tout n, M,, — M) = My — M{ = 0 dont on déduit que V,, = V. m

e Remarquons que

* X est une martingale ssi V' = 0 i.e. pour tout n, V;, =0 p.s.
* X est une sous-martingale ssi V' est croissant i.e. pour tout n, V,, < V,,1 p.s.

* X est une surmartingale ssi V' est décroissant i.e. pour tout n, V,, > V,, 41 p.s.
e Lorsque X est une martingale de carré intégrable, X? est une sous-martingale

* La décomposition de Doob de X? s’écrit X? = X2 + M,, + A,, avec M martingale et A
prévisible croissant
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* On a, pour tout n > 1,
A=Y EB[X} - X2, | Fica] = S E[(X - Xi0) | Faca -
k=1 k=1

* Le processus A s’appelle le crochet prévisible de X : il est noté A, = (X),
x Le processus A est souvent plus simple que X2

* SiX,=U+...+U, avec (Uy,)p>1 i.i.d. de loi P(U; = £1) = 1/2, alors A,, = n.

Théoréme. Soit (X,)n>0 une martingale bornée dans L* i.e. sup,5o E[|X,|?] < 4+o00. Alors
(Xn)n>0 converge p.s. et dans L? vers une v.a. X de carré intégrable.

e Ceci signifie qu’il existe N € F tel que P(N) =0 et
Vw e N°  lim X, (w) = Xoo(w), et lim E[|X, — Xoo[?] =0.
n—o0 n—oo
e Les accroissements d’une martingale de L? sont orthogonaux : pour i < j < k < I,
E [(X; — X3)(X; — X;)] = 0. En effet,

E[(Xi — Xi)(X; — X)) = E[E [(Xi — Xi)(X; — X;) | Fi]
=E[(X; — Xi)E[(X; — Xi) [ Fi]] = 0.

* En particulier, en écrivant X,, = Xo + > }_;(Xy — Xx_1), on obtient

n

E[|IX.12] =E [|Xo] + ; E [(X: — Xx1)?]
sup B [1X,°] = E [|1Xol] + 3 B [( — Xia )]

e Finalement, pour tous entiers r > n, E[(X, — X,,)?] = E[|X,.|*] — E[|X,|?]. En effet,
E (X, — Xo)? | Fo] = E [|X,°| Fo] = 2X0 E[X, | Fu + [ X,

=E | X, | Fo] = 2X, Xo + | Xa* = B || X, 2| Fo| — X%

Démonstration. Comme (X?),>o est une sous-martingale, la suite (E[X?]) ., est crois-
sante. Puisque sup,,»oE [|X,|?] < 400, cette suite est également bornée. Par conséquent,
elle converge dans R, disons vers 22 : lim, o, E[X?2] = 22_.

e Pour r > n,
E|[(X, - X, =E||X,)| —E[|X,]"] <2 —E[|X.P].
Donc (X,,),>0 est une suite de Cauchy dans L2. Elle converge vers X, dans L.
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e Pour tout w € Q, V;, = sup,5,, >, [ Xp(w) — Xy(w)| est décroissante et minorée par 0. Elle
converge vers V(w) > 0. On a, pour tout n > 0, comme V,, < 2 sup,,, | X, — X,/

<16 supE [|XT — Xnﬂ

r>n

E [vﬂ <E [v,f] <4E [sup X, — X,

r>n

d’apres 'inégalité maximale de Doob. Par suite, pour tout n > 0,
B[V < 16 (s %7 - £ [1,F]) =16 (2 - £ [[3)).

Dot V =0 p.s. : p.s. la suite (X,,),>0 est de Cauchy dans R et donc convergente.

e La suite (X,,),>0 converge donc presque siirement et dans L? vers X,.

5.2. Cas général.
Théoréme. Soit (X,)n>0 une sous-martingale bornée dans L' i.e. sup, o E[| X,|] < +oo.
Alors, (X,)n>0 converge presque stirement vers une v.a. X intégrable.

Corollaire. Soit (X,,),>0 une surmartingale positive. Alors, (X,)n>0 converge presque si-
rement vers une v.a. X, intégrable et

Vn > 0, E[ X | Fo] < X,

e Ce corollaire s’applique en particulier pour une martingale positive. On a dans ce cas
Vn > 0, E[ X | Fn] < X,
* L’inégalité ne devient pas une égalité en général.

Théoréme. Soientp > 1, (F)n>o une filtration et X une v.a. dans LP. Alors (E[X | F,]),>
converge presque sirement et dans LP vers E[X | Fu.].

Théoréme. Soit (X,,)n>0 une (F,)n>0-martingale bornée dans L'. On a équivalence entre :

1. (X,)n>0 converge vers X, dans L' ;
2. Pour toutn >0, X,, =E[X | F.;

3. Il existe X € L telle que, pour tout n, X, = E[X | F,].
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