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Exercice 1. On rappelle que si Z suit la loi N'(0, 0?),
¥se€R, E[e?]=e""2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi N'(0,1) et Y la

loi A(0,1/2).
Calculer E [eXY | Y} puis E [eX Y}.

Exercice 2. Soient (X}),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement,
distribuées suivant la loi exponentielle de parametre A > 0 et N une variable aléatoire a
valeurs dans N* indépendante des (Xj)g>1. On pose M = min (X7, ..., Xy).

1. Calculer, pour tout réel ¢, P(M > t|N).
2. Quelle est la loi conditionnelle de M sachant N ?

3. Déterminer la fonction de répartition de M lorsque N suit la loi géométrique de parametre
p=1/2.

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Poisson de paramétre A > 0. On pose Sy = 0, Fo = {0),Q} et,
pour n > 1,

Sp=X1+ ...+ X, Fo=0(X1,..., X,).

1. (a) Montrer que (Sy,)n>0 est une (F,),>o—sous-martingale.
(b) Quelle est la nature du processus (S, — n\),>0 7
(¢) Donner la décomposition de Doob de (.S,,)n>0-

2. Pour n > 0, on pose M, = (S, — n)\)? — n\. Montrer que (M,),>o est une (F,),>0—
martingale.

3. Pour n > 0, on pose Z,, = 29",

(a) Montrer que (Z,),>0 est une (F,),>o—martingale positive.
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(b) Justifier brievement que (Z,,),>0 converge presque slirement vers une variable aléatoire
Zso positive.

(c) En écrivant Z,, = exp(S,, In2 — An), montrer Z,, = 0 presque strement.

(d) On considere le temps d’arrét
T=inf{n>0:27, <1/2}.

Montrer que T est fini presque stirement.
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