
Université Savoie Mont Blanc
Département de Mathématiques

Master Mathématiques et Applications, 1re année
Modélisation Mathématique et Analyse Appliquée

MATH703 : Martingales et Chaînes de Markov

Contrôle continu no 1

Documents autorisés : polycopié de cours, table des lois usuelles

Vendredi 24 novembre 2017.

Exercice 1. On rappelle que si Z suit la loi N (0, σ2),

∀s ∈ R, E
[
esZ

]
= eσ

2s2/2.

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi N (0, 1) et Y la
loi N (0, 1/2).

Calculer E
[
eXY |Y

]
puis E

[
eXY

]
.

Exercice 2. Soient (Xk)k≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi exponentielle de paramètre λ > 0 et N une variable aléatoire à
valeurs dans N∗ indépendante des (Xk)k≥1. On pose M = min (X1, . . . , XN).
1. Calculer, pour tout réel t, P (M > t |N).
2. Quelle est la loi conditionnelle de M sachant N ?
3. Déterminer la fonction de répartition deM lorsque N suit la loi géométrique de paramètre
p = 1/2.

Exercice 3. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Poisson de paramètre λ > 0. On pose S0 = 0, F0 = {∅,Ω} et,
pour n ≥ 1,

Sn = X1 + . . .+Xn, Fn = σ(X1, . . . , Xn).

1. (a) Montrer que (Sn)n≥0 est une (Fn)n≥0–sous-martingale.
(b) Quelle est la nature du processus (Sn − nλ)n≥0 ?
(c) Donner la décomposition de Doob de (Sn)n≥0.

2. Pour n ≥ 0, on pose Mn = (Sn − nλ)2 − nλ. Montrer que (Mn)n≥0 est une (Fn)n≥0–
martingale.
3. Pour n ≥ 0, on pose Zn = 2Sne−λn.

(a) Montrer que (Zn)n≥0 est une (Fn)n≥0–martingale positive.

1 Tournez S.V.P.



(b) Justifier brièvement que (Zn)n≥0 converge presque sûrement vers une variable aléatoire
Z∞ positive.

(c) En écrivant Zn = exp(Sn ln 2− λn), montrer Z∞ = 0 presque sûrement.
(d) On considère le temps d’arrêt

T = inf{n ≥ 0 : Zn ≤ 1/2}.

Montrer que T est fini presque sûrement.

2 Fin de l’épreuve


