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Exercice 1. Comme X et Y sont indépendantes, eXY étant positive, on a, puisque X ~» N(0,1),

E {eXY | Y} =E {eyx} =t Y2,

Par conséquent,
E[Y] =E[E[X Y]] =[],

et puisque Y a pour densité y — 6_92/ﬁ,

E |[e*Y] :i/ /20 gy = V2T *yQ/Qdyzx/i.
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Exercice 2. 1. Sit < 0, P(M > t|N) = 1 puisque M > 0. Pour ¢t > 0, comme N est a valeurs
dans N*,
P(M > t,N = n)
P(M >t|N)= P(M >t|N=n)ln=pn = 1n=
(M>t|N)=Y P(M>t|N=n)ly—n=Y_ BN =n) N
n>1 n>1
P(min(Xy,...,X,) >t,N =n)
> L

P(N =n)

n>1
Comme N et (Xj)r>1 sont indépendantes,

P(min(X1,...,X,) > t)P(N =n)
P(N =n)

P(M>t|N)=>"

n>1

In—n = »_ P(min(Xy,...,X,) > t) Ly—p.
n>1

Bien évidemment, min(Xy,..., X,) > t si et seulement si X; > ¢, ..., X,, > t. Puisque les (Xj)r>1
sont i.i.d. suivant (),

P(M>t|N)=> P(X1>t..., Xy >t)Inyep =3 P(X1>1)" Iy = Y e M1y,
n>1 n>1 n>1

Par conséquent, pour t > 0,
P(M > t|N) = e MV,

2. Conditionnellement a N, M suit la loi exponentielle de parametre AN.

3. Pour t < 0, P(M <t) =0 puisque M est positive. Pour ¢ > 0,
P(M<t)=1-P(M >t)=1-E[P(M >t|N)] :1_E[64m].

Puisque N suit la loi géométrique de parametre 1/2, pour 0 < s <1,

s/2 s
1—-s/2 2-5s

G(s)=E [SN} =

Par conséquent, pour t > 0,

—At —At
_ e 2—2e
BM<t)=1-G (™) =1- 35 =5




Exercice 3. 1. (a) On a, par indépendance, comme A > 0, pour tout n > 0,
E[Snt1|Fn] =Sn +E[Xpt1 | Fn]l = Sn + E[Xpt1] =S+ A > S,

(b) (Sy, — nA)p>0 est une martingale. En effet, pour n > 0, d’apres le calcul précédent,
ESh+1 —(n+ DA | Fu]=Sn + A= (n+1)A =S, —nA.

(c) Comme (S, —nA),>0 est une martingale et (n\),>o est prévisible, la décomposition de Doob
de (Sp)n>0 est :
Sy = (Sp —nA\)+nA, n>0.

2. Pour n > 0, on obtient, en écrivant
Mn+1 - [(Sn - TLA) + (Xn+1 - )‘)]2 - (TL =+ 1))‘
= (S — N2 +2(S, — AN (Xpi1 — A + (Xpg1 — N2 = (n+ 1)\,
et, en utilisant I'indépendance,
E (M1 | Fol = (Sn = 10 + 2(Sn = mAE X1 = M| Fa] + B [(Xog1 = V2| Fa] = (0 + 1A

= (S = 1A +2(Sp = nAE X1 = A+ E [ (X1 = N)?] = (n + DA,

= (S =N+ 0+ V(Xps1) — (n+ DA =(Sp —nN2+04+ X — (n+ 1)\ = M,,.
3. (a) On a, pour tout n > 0,
— 2Sn+Xn+1ef)\(n+l) — 2Sn2Xn+1ef)\(n+l)7

Zn—i—l

et, puisque X, 41 est indépendante de F,,
E[Zni1 | Fp] = 2516 XU E [250 | F | = 950 Mt R [9%nn ],
Puisque X,,+1 ~ P(X), pour tout réel s,
G(s)=E [SX”'H} = =D,

Par conséquent,
E[Zpi1 | Fal = 2%e A0HDG(2) = 29ne 2t DA = 7
Il est clair que Z,, est positive.
(b) Toute martingale positive converge presque stirement. La limite, ici Zo,, est positive.

(¢) Pour tout n > 1, on a

S,
Zp = eonm2=n oy 7 — Snan—)\n:n(an" —)\>.
n

D’apres la loi des grands nombres, (S, /n)y>0 converge presque siirement vers E[X;] = A\. Comme
In2 < 1, presque stirement,

lim InZ, = —oco0, et lim Z,=0.
n—o0 n—o0

4. (a) Puisque (Z,)n>0 converge vers 0 presque siirement, a partir d’un certain rang, tous les termes
de cette suite positive sont compris entre 0 et 1/2. Par conséquent, T" est fini presque stirement.



