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Exercice 1. Comme X et Y sont indépendantes, cos(XY') étant bornée, on a, puisque X ~» B(p),
Efcos(XY)|Y]=E [cos(yX)]ly:Y = (pcos(y) +1— p)‘y:Y =pcos(Y)+1—p

Par conséquent,
E[cos(XY)] =E[E[cos(XY)|Y]] =pE[cos(Y)]+1—p;

par ailleurs, puisque Y ~~ A(0, 1), pour tout réel ¢,
[ ] [cos(tY)] + i E [sin(tY)] = e 2,

Par conséquent (¢ = 1),
E[cos(XY)] =pe /241 —p

Exercice 2. 1. On a

BIPIN] = S EPIN a1y = 3 G,

n>0 n>0
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Iney = i=
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Comme N et (Xj)r>1 sont indépendantes,
- =n — =n-
n>0 ]P(N - n) n>01=0

Puisque les (Xj)g>1 sont i.i.d. suivant £(1/2), pour tout i > 1, E[X;] = 2 et

E[P|N] =Y 2" 1y , =Y 2Nty , =2Vt N a1y, = o+
n>0 n>0 n>0

2. On a
E[P] =E[E[P|N]] =E [2"*],

et, puisque N suit la loi de Poisson de parametre A > 0,

E[P] =E [2V*1] = 3" omtle —AA -

n>0 n>0

2e e = 2¢),

Exercice 3. Remarquons tout d’abord que, pour tout entier n, S,, est F,,—mesurableet 0 < S, < n.
1. (a) On a, par indépendance, comme p > 0, pour tout n > 0,

E[Sn+1|Fn] :Sn+E[Xn+1|Fn] :Sn+E[Xn+1] :Sn+p25n

(b) (Sp — np)n>0 est une martingale. En effet, pour n > 0, d’apres le calcul précédent,

E[Sp+1 —(n+ Dp|Fu]=Spn+p—(n+ 1)p =5, —np.



La décomposition de Doob de (Sy)n>0 est donc donnée par : la martingale M,, = S, — np et le
processus prévisible V,, = np.

2. (a) On a, pour tout n > 0,
Zoy = 255001 (p 4 1)) — 9 1)),

et, puisque X, 41 est indépendante de F,,,

E[Zn1 | Fo] = 2% (p+ 1)~V 2% | F | = 25 (p 4 1)" D E [2%0n ]
Puisque X,,+1 ~ B(p), pour tout réel s,

G(s) =E [SX”“} =(ps+1—p).
Par conséquent,
E (Zos1 | Fal = 25 (p+ 1) DG(2) = 25 (p + 1)) (p 1) = Z,.

Il est clair que Z,, est positive. Toute martingale positive converge presque stirement. La limite, ici
Z o, st positive.

(b) Pour tout n > 1, on a
SnIn2—nln(p+1) Sn
Zp = e’ P InZ, =S, In2—-nln(p+1)=n{—mh2-In(p+1)).
n

D’apres la loi des grands nombres, (S, /n),>0 converge presque strement vers E [X;] = p. Comme
pln2 —1In(p + 1) < 0 pour tout 0 < p < 1, presque stirement,

lim InZ, = —oc0, et lim Z,=0.
n—oo n—oo

3. (a) D’apres la loi forte des grands nombres, S, /n converge presque stirement vers E [X1] =p > 0
quand n — +o0 et donc S, — +0o0.

(b) Comme S,, — +o0 et, pour tout n > 1, X,, € {0,1}, T est fini presque stirement. Pour
tout entier n, d’apres le théoreme d’arrét de Doob,

E[Zuar] = E [(p+ 1)70N) 257 | = E[Zg] = 1.

Puisque T est fini presque stirement, lim, so0 Zyar = Z1r = (p 4+ 1)77257 = (p + 1)"72%. Par
ailleurs, |Z, 7| < 2%. Par convergence dominée,

1=E[Z)] = lim E[Zur] =E[Zr] = 2°E [(p+1)7"] ;

d’ou le résultat.



