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Exercice 1. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans {0, 1} de matrice de transition

]

La loi de Xj est donnée par pu = (1/3 2/3).
1. Déterminer la loi de Xy, puis celle de X5.
2. Préciser les valeurs de Py(X; = 0) et de Py(X2 = 0).

3. La chaine est-elle irréductible ? apériodique ?
4. Calculer E;[X;].

Exercice 2. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans E = {1,2, 3,4} de matrice
de transition
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1. Montrer que la chaine est irréductible récurrente positive.
2. Déterminer la probabilité invariante.

3. Quelles sont les limites presque stires de

1 n—1 1 n—1

=N X, =N X227

4. Que vaut E3 [S3] ou S3 = inf{n >1:5, = 3}.

1 Tournez S.V.P.



Exercice 3. Soient p €]0,1[ et (Uy,)n>0 des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi P(Uy = 1) = p, P(Uy = —1) = 1 — p. On note, pour tout
entier n > 0,

X,=Uyx U x...xU,.

Montrer que (X,,),>0 est une chaine de Markov a valeurs dans {—1,1} dont on précisera
la matrice de transition.

Exercice 4 (Le collectionneur). Chaque paquet de céréales de marque TRUC contient en
cadeau un autocollant pris au hasard parmi m autocollants différents. Le probléme est de sa-
voir combien de paquets de céréales N sont nécessaires en moyenne pour obtenir la collection
complete des autocollants.

On note X,, le nombre d’autocollants distincts obtenus apres I'achat de n paquets.

1. Montrer que (X,,)n>0 est une chaine de Markov homogene dont on précisera la matrice
de transition.

2. Calculer E[N].  On pourra remarquer que N = T,,, = inf{n > 0: X,, = m} et considérer,
pour € {0,...,m}, u(x) = E, [T,,].

2 Fin de 1’épreuve



