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Exercice 1. On rappelle que si Z suit la loi (0, 02),
Vse€R, E[e?]=e""2

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes; la variable aléatoire Y suit la loi
N(0,1) et la loi de X est donnée par P(X =1) =P(X = —1) = 1/2.

Calculer E [GXY | Y} puis E {eXY]

Exercice 2. Soient (Xj),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Bernoulli de parametre 0 < p < 1 et N une variable aléatoire
indépendante des (Xj)r>1 suivant la loi de Poisson de parametre A > 0. On pose Sy = 0 et,
pourn>1,5,=X;+...+X,.

Soit w un réel strictement positif. Calculer E [uSN | N } puis E [uSN }

Exercice 3. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires de carré intégrable indépendantes
et identiquement distribuées. On note x la moyenne de X, et 02 sa variance. On pose Sy = 0,
My =0, Fo ={0,9Q} et, pour n > 1,

S,=X1+...+ X, M, =S, — nu, Fo=0(X1,...,Xp).
1. Montrer que (M,),>1 est une martingale par rapport a (F,)n>o0-
2. Montrer que (M?),-, est une sous-martingale.

3. Montrer que (M? — no?),>o est une martingale.

4. En déduire la décomposition de Doob de la sous-martingale (Mﬁ)nzo.

1 Tournez S.V.P.



Exercice 4. Soient 0 < p < 1/2 et (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes
et identiquement distribuées suivant la loi P(X; = 1) = p, P(X; = —1) = 1 — p. On pose
So=0, My=1, Fo = {0,Q} et, pour n > 1,

S
1_ n
Sn:X1++Xn, Mn:<pp> y fn:U(X17,Xn)

1. (a) Montrer que (M,,),>0 est une (F,),>o—martingale.
(b) Justifier brievement 'existence de lim,,_,, M,

2. Soient a et b deux entiers strictement positifs. On considere le temps d’arrét

T=inf{n >0:S, = —aous, = b}.

a) Préciser lim,,_,..(S,/n) ainsi que lim,, o, S, et lim,, o, M,.
)

b) En déduire que T est fini presque stirement.

(
(
(¢) Quelles sont les valeurs prises par St ?
(d) Préciser, pour tout entier n, E [M,,r].
(

e) En déduire la valeur de P(Sy = b).

2 Fin de 1’épreuve



