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Exercice 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi normale centrée réduite A(0,1). On pose Sy = 0, Fo = {0, Q} et,
pour n > 1,

Sn:X1+...+Xn, Fn:U(Xl,...,Xn).

1. Soit ¢ un réel. On note, pour n € N, Z, = exp(tS,). Montrer que (Z,),, est une
sous-martingale par rapport a la filtration (F,,)n>o-

n

2. Pour n € N*, on considere M, = > k=2/* X;.. Montrer que (M,),>1 converge lorsque
k=1

n tend vers +oo, presque sirement et dans L2, vers une variable aléatoire M., de carré

intégrable.

Exercice 2. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans F = {1,2, 3,4} de matrice
de transition
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1. (a) Préciser les valeurs de Py(X; = 3) et de E;3 [X;].

(b) On suppose dans cette question que la loi de X est p = (1/4 1/4 1/4 1/4).
Déterminer la loi de X; puis E,, [ X;].

2. (a) Faire le graphe des transitions de la chaine.

(b) Montrer que la chaine est irréductible récurrente positive.
3. (a) Déterminer la probabilité invariante.

(b) Que vaut E [S;] ou S} =inf{n >1:S5,=1}7
4. Quelles sont les limites presque stires de

1 n—1 1 n—1

- el 2 9
n,;)X’“’ nk;X’“ .
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Exercice 3. Soit 0 < p < 1. Un candidat a un jeu répond a une série de questions. Pour
chaque question, la probabilité qu’il donne une réponse correcte est p, celle qu’il se trompe
est 1 — p. Le candidat gagne la partie lorsqu’il parvient a donner 4 bonnes réponses succes-
sives; le jeu s’arréte alors. Lorsque le candidat donne une mauvaise réponse, le compteur
de ses bonnes réponses successives retombe a zéro. Les réponses du candidat aux différentes
questions sont supposées indépendantes.

On note, pour n € N, X,, le nombre de bonnes réponses successives données par le
candidat apres avoir répondu a n questions.

1. Montrer que (X, ),>0 est une chaine de Markov a valeurs dans {0, ...,4} dont on précisera
la matrice de transition.

2. Classifier les états de la chailne.
3. On note, pour k € {0,...,4}, u(k) = E; [Ty] ou Ty = inf{n > 0: X,, = 4}.
(a) Préciser le systeme linéaire vérifié par (u(k))g=o, . 3-

(b) Calculer la durée moyenne de la partie u(0) = Eq [T}].

2 Fin de 1’épreuve



