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Exercice 1. 1. Par indépendance, on a, puisque Z, 41 = Z, e"Xn+1 et Z, > 0,

E [ZnJrl |}—n} =Z,E [etXle} = Zy et2/2 > Znp.

2. Puisque pour tout entier k, E[Xj] = 0, (M)r>1 est une martingale. D’autre part, pour tout
entier n, les accroissements d’une martingale étant orthogonaux (ou par indépendance),

[Mﬂ:z ot _z#qm

k=1 k>1

puisque 4/3 > 1. Par conséquent, (M,,),>1 est une martingale bornée dans L2 : elle converge donc,
presque stirement et dans L2, vers une v.a. M, de carré intégrable.

Exercice 2. 1. (a) On a Po(X; =3) = P(2,3) =1/3 et

Es[X:]=(0 0 1 0)P
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(b) Puisque Px, = p = (1/4 1/4 1/4 1/4),

Px, =pP=(5/24 7/24 7/24 5/24),  E,[Xi]=pP
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2. (a) Le graphe des transitions est :
1/2 1/3 1/3 1/2
1/3 1/3 1/2

(b) La chaine est clairement irréductible. L’espace des états étant fini, la chaine est récurrente
positive.

3. (a) La chalne étant irréductible, récurrente et positive, elle possede une unique probabilité in-

variante m = (77(1) w(2) 7(3) 7r(4)) solution du systéme linéaire 7 P = 7 soit

m(1)/2 4m(2)/3 =n(1),
m(1)/2 4m(2)/3 +m(3)/3 = 7(2),
+7(2)/3 +7(3)/3 +m(4)/2 =mn(3),
+7(3)/3 +7(4)/2 =mn(4).
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Ce systeme linéaire est équivalent a

—-m(1)/2 +=n(2)/3 =0,
+7(1)/2 —27(2)/3 +m(3)/3 =0,
+7(2)/3 —2m(3)/3 +m(4)/2 =0,

+7(3)/3 —-w(4)/2 =0,

puis, en appliquant la méthode du pivot de Gauss, équivalent au systeéme
-n(1)/2 +m(2)/3 =0,
-n(2)/3 +m(3)/3 =0,
-n(3)/3 +m(4)/2 =0,
dont les solutions sont 7(4) (1 3/2 3/2 1). Comme 7(1) + 7(2) + 7(3) + m(4) = 1, on obtient
m=(x(1) =(2) =(3) =(4))=(2/10 3/10 3/10 2/10).

(b) On a E; [$1] = n(1)~" = 5.

4. D’apres le théoreme ergodique, presque stirement,
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Exercice 3. 1. Le processus (X, )n>0 est a valeurs dans {0,1,2,3,4}; étant donné l'indépendance
des réponses, il s’agit d’une chaine de Markov dont la matrice de transition est

1-p p 0 0 0
1-p 0 p 00
P=|1—-p 0 0 p O
1-p 0 0 0 p
0 0 0 01

2. Il y a deux classes {0, 1,2,3} qui est transiente et {4} qui est récurrente.
3. On a u(4) = E4[T4] = 0 et, pour k € {0,1,2,3}, u(k) =1+ Pu(k) c’est a dire

u(0) =1+ (1—p)u(0) + pu(l),
u(l) =1+ (1—p)u(0)+ pu(2),
u(2) =14 (1—p)u(0)+ pu(3),
u(3) =14 (1—p)u(0)+pu(4) =1+ (1 —p)u(0)

4. Partant de 1’égalité u(3) = 1 + (1 — p)u(0), on obtient u(2) = (14 (1 —p)u(0)) (1 + p) puis
u(1) = (14 (1 — p)u(0)) (1 +p + p?) et finalement u(0) = (1 + (1 — p)u(0)) (1 +p + p? + p3) cest
a dire

1+p+p*+
Eo [1)] = u(0) = L FPFP AP
p
On a aussi )
14+p+p 1+0p 1
u(l) = ———, u(2) = , u(3) = —.
(1) o (2) o (3) e



