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Exercice 1. Comme X et Y sont indépendantes, YX étant positive, on a,
E[YY|Y]=H(Y) avec H(a)=E[a*] =,  E[y¥|y]=e0D.
Par conséquent,

E [YX} =E {JE [YX |Y” = e E {e’\y} = /O+OO e (20)e 2 dy = 277,

Exercice 2. 1. La variable Y est a valeurs dans N*. Pour k£ € N*, on a

B =R =E[E(Y =k 0] =B [(1- )X = [0 -k e = = Rt D)

2. La variable aléatoire Y étant discrete a valeurs dans N*, on a

EX[Y]=) E[X|Y =k ly_p =Y E[X1y_] P(Y = k) 1y,
E>1 k>1

D’autre part, pour tout k € N*,

1

E[X1y—] =EE[X1y— | X]]=E[XE[ly_ | X]] =E {(1 - X)Xk} SNkt
Par conséquent,

k(k + 1) k Y
E[X|Y]:Z—1Y:k: —— 1y = >——.
= k+1)(k+2) Sk+2 Y +2

Exercice 3. Notons tout d’abord que, pour tout entier n, S, est F,,—mesurable et que 0 < S,, < n.

1. Par indépendance,
E[Sn+1 ‘J:n} — Sn—f—E[X»,H_l ‘fn] — Sn+E[Xn+1] = Sn+ 1/2 Z Sn
Comme 5721+1 = (S, + Xny1)?, par indépendance, puisque S,, > 0,

E (82,1 Fa| = S2+ 280 E [Xpa] + B [X2,,] = S2+ 8, +1/2> S2.

n

2. (a) Pour tout n >0, Y,,.1 = ¥,,3%X#+1 et, par indépendance,
— Xn+1 — —
E[Zpi1 | Fo] = VB [3%50 | = (Yo 4.4+ Vo) =2V = (Yo + -+ Vo1 + Vo) = Za,

(Zy)n>0 est donc une martingale.
(b) Bien évidemment,

Yn:Zn+(YE)++Yn—1):Y0+(Zn_Yb)+(Yb++Yn—1)a n > 0.

Comme (V,, = Yo + ...+ Y_1),,~ est un processus prévisible et (Z, — Yp),,~, une martingale nulle
en 0, Pécriture précédente est la décomposition de Doob du processus (Y7,)n>0-



(c) Puisque le processus (V,,)n>0 est croissant, (Y},)n>0 est une sous-martingale.

3. (a) Puisque Y, 1 = ¥, 3%+, on a, par indépendance,
E[Myy1 | Fa] = 27DV, E (35000 | £, | = 27D Y, B (3500 ] = 2=y, 2 = .

(b) (My)n>0 est une martingale positive; par conséquent elle converge presque slirement vers
une variable aléatoire M.

(¢) On a, pour n > 1,
In(M,) = —nln(2) + S, In(3) = n (—1In(2) + S,/n1n(3)).

D’apres la loi forte des grands nombres, S,,/n converge presque stirement vers E [X;] = 1/2 quand
n — +o0. Par conséquent, In(M,,)/n converge vers — In(2) 4+ In(3)/2 = In(v/3/2) < 0 . Finalement,
presque strement, quand n — 400, In(M,,) — —oo et M,, — 0.

4. (a) D’apres la loi forte des grands nombres, S, /n converge presque stirement vers E [X;] = 1/2
quand n — +oo et donc S,, — 400.

(b) Comme S,, — 400 et, pour tout n > 1, X,, € {0,1}, T est fini presque stirement.

(c) Pour tout entier n, d’apres le théoréeme d’arrét de Doob,
E [Myar] = E [270A) 3507 | = B [Mo] = 1.

Puisque T est fini presque strement, lim, oo Mpar = My = 277357 = 27739 Par ailleurs,
| Myuar| < 3% D’apres le théoreme de convergence dominée,

1 =E[Mo] = lim E[Myr] = E[Mr] =3°E 277 ;

le résultat s’en suit immédiatement.



