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Exercice 1. 1. Par indépendance, on a, puisque, pour tout entier n, Sp+1 = Sp+Xpn+1 €t pnt1 > 0,

E [Sn-‘,-l ‘fn] = Sn +E[Xn+1 ’fn] == Sn +]E[Xn+1] = Sn +pn+1 > Sn

2. (a) Le calcul précédent montre que (Z,),>0 est une martingale. D’autre part, par indépendance,
comme 0 < pp. < 1,

n n
E[Z2] = VS = > VXl = 3 pr(l—px) < 3 pr < +oo.
k=1 k=1 k>1
Par conséquent, (Zy,)n>0 est une martingale bornée dans L.

(b) Comme (Z,)n>0 est une martingale bornée dans L2, elle converge, presque stirement et dans
L2, vers une v.a. Z,, de carré intégrable. Il en va de méme de (Sp)n>ocar Sy, =Zp+(p1+...+Dpn)

et Zkzl Pr < +00.

Exercice 2. 1. (a) On a P3(X; =2) = P(3,2) =1/2 et

1
2| 9
E;[X:]=(0 1 0 0)P =7
4
(b) Puisque Px, == (1/6 1/3 1/3 1/6),
1
2| 25
Px,=pP=(1/3 1/3 1/4 1/12), E,[Xi]=pP =
4
2. (a) Le graphe des transitions est :
1/4
1 1/4 /
1 2 1
1/2 /

(b) La chaine est clairement irréductible. L’espace des états étant fini, elle est récurrente positive.

3. (a) La chalne étant irréductible, récurrente et positive, elle possede une unique probabilité in-

variante m = (77(1) m(2) 7(3) 7r(4)) solution du systéme linéaire 7 P = 7 soit

+7(2)/2 +m(3)/2 =n(1),
+7(1) +7(3)/2 =r(2),
+7(2)/4 +7(4) =m(3),
+7(2)/4 =m(4).



Les solutions de ce systeme linéaire sont proportionnelles a (3 4 2 1) et, comme 7 est une
probabilité, on a

m=(n(1) =(2) «(3) =(4))=(3/10 4/10 2/10 1/10).

(b) On a Ey [So] = 7(2)~t =10/4 = 5/2.

4. D’apres le théoréme ergodique, presque siirement,

1 12
n—1 n—1
. 2 21 1 ) 22 53
o 2 K= g =g M 2 M= | =g
k=0 4 k=0 42

5. (a) On a P?(2,2) > P(2,3)P(3,2) =1/8 > 0 et P3(2,2) > P(2,4)P(4,3)P(3,2) = 1/8 > 0.
(b) Les entiers 2 et 3 étant premiers entre eux, la chaine est apériodique.

(c) La chalne étant irréductible, récurrente positive et apériodique, lim, o, P"(z,y) = 7(y)
pour tous x et y dans E. Par conséquent,

m(1) w(2) w(3) =w(4) 34 21
lim P" — (1) #(2) 7@3) 7©4)| _ 1 |3 4 2 1
n=oo | w(l) w2) 73) w4)| 103 4 2 1
m(1) w(2) =w(3) =w(4) 34 21

la chalne est irréductible. Comme E est fini, elle est récurrente positive.

2. La chailne étant irréductible, récurrente et positive, elle possede une unique probabilité invariante
T = (71'(0) m(l) 7(2) 77(3)) solution du systéme linéaire m P = 7 soit

+p7(0) +pm(1) =7(0),
+(1=2p)m(0) +(1 —2p)m(1) +p7(2) = (1),
+p7(0) +pr(1) +1=2p)7(2)  +pr(3)  =m7(2),
+p7(2) +(1 —p)7(3) =7(3).

La derniére équation donne m(2) = 7(3). La 3°, compte tenu de la 1%, fournit 7(0) = pm(3).
Finalement, la 2° donne (1) = (1 — p)m(3) et 7 = 7(3) (p 1-p 1 1). Comme 7 est une

probabilité, on a
1

7T:§(p 1—p 1 1).

3. (a) On a u(3) =0 et pour k € {0,1,2}, u(k) =1+ Pu(k) c’est a dire



1+ pu(0) + (1 = 2p)u(1) + pu(2) = u(0),
1+ pu(0) + (1 = 2p)u(l) + pu(2) = u(1),
1+ pu(l) + (1 —2p)u(2) = u(2).

(b) Les deux premieres lignes donnent u(0) = u(1) puis les deux dernieres conduisent au systéme
—pu(1) + pu(2) = —1 et pu(l) — 2pu(2) = —1. On obtient u(2) = 2/p et u(1) = u(0) = 3/p.



