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Exercice 1. Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes, X suivant la loi de
Bernoulli de paramètre 0 < p < 1 et Y la loi N (0, 1).

Calculer E [cos(XY ) |Y ] puis E [cos(XY )]. Pensez à la fonction caractéristique de Y pour
la deuxième partie de la question.

Exercice 2. Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées suivant la loi de Poisson de paramètre λ > 0. On pose S0 = 0, F0 = {∅,Ω} et,
pour n ≥ 1,

Sn = X1 + . . .+Xn, Fn = σ(X1, . . . , Xn).

1. (a) Montrer que (Sn − nλ)n≥0 est une (Fn)n≥0–martingale.
(b) Donner la décomposition de Doob de (Sn)n≥0.

2. Pour n ≥ 0, on pose Mn = (Sn − nλ)2 − nλ. Montrer que (Mn)n≥0 est une (Fn)n≥0–
martingale.
3. Pour n ≥ 0, on pose Zn = 2Sne−λn.

(a) Montrer que (Zn)n≥0 est une (Fn)n≥0–martingale positive.
(b) Justifier brièvement que (Zn)n≥0 converge presque sûrement vers une variable aléatoire

Z∞ positive.
(c) En écrivant Zn = exp(Sn ln 2− λn), montrer Z∞ = 0 presque sûrement.

Exercice 3. Soient p ∈]0, 1[ et (Un)n≥0 des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées suivant la loi P(U0 = 1) = p, P(U0 = −1) = 1 − p. On note, pour tout
entier n ≥ 0,

Xn = U0 × U1 × . . .× Un.

Montrer que (Xn)n≥0 est une chaîne de Markov à valeurs dans {−1, 1} dont on précisera
la matrice de transition.
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Exercice 4. Soit (Xn)n≥0 une chaîne de Markov à valeurs dans E = {1, 2, 3, 4} de matrice
de transition

P =


1/2 1/2 0 0
1/3 1/3 1/3 0
0 1/3 1/3 1/3
0 0 1/2 1/2

 .

1. (a) Préciser les valeurs de P2(X1 = 3) et de E3 [X1].
(b) On suppose dans cette question que la loi de X0 est µ = (1/4 1/4 1/4 1/4).

Déterminer la loi de X1 puis Eµ [X1].
2. (a) Faire le graphe des transitions de la chaîne.

(b) Montrer que la chaîne est irréductible récurrente positive.
3. (a) Déterminer la probabilité invariante.

(b) Que vaut E1 [S1] où S1 = inf{n ≥ 1 : Sn = 1} ?
4. Quelles sont les limites presque sûres de

1
n
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k=0

Xk,
1
n

n−1∑
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X2
k ?
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