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Exercice 1. Comme X et Y sont indépendantes, cos(XY') étant bornée, on a, puisque X ~» B(p),
Efcos(XY)|Y]=E [cos(yX)]ly:Y = (pcos(y) +1— p)‘y:Y =pcos(Y)+1—p.

Par conséquent,
E[cos(XY)] =E[E[cos(XY)|Y]] =pE[cos(Y)]+1—p;

par ailleurs, puisque Y ~~ A(0, 1), pour tout réel ¢,
[ ] [cos(tY)] + i E [sin(tY)] = e 2,

Par conséquent (¢ = 1),
E[cos(XY)] =pe /241 —p

Exercice 2. 1. (a) On a, par indépendance, pour tout n > 0,
E[Snt1|Fn] = Sn +E[Xpt1 | Fn] = Sn + E[Xpt1] = Sn + A

Par conséquent,

E[Sht1 —(n+ DA Fp] =S+ A= (n+1)A =S, —nA.

(b) Comme (S, —n\)p>0 est une martingale et (nA),>¢ est prévisible, la décomposition de Doob
de (Sp)n>0 est :
Sp = (Sp —nA)+n\, n>0.

2. Pour n > 0, on obtient, en écrivant

Myt = [(Sn — 1) + (Xns1 — AP = (R + 1A
= (S — n)‘)z +2(Sp — nA)(Xnt1 = A) + (Xn+1 — )‘)2 —(n+1)A,

et, en utilisant 'indépendance,
E (M1 | Fa = (Sn = 102+ 2(Sn = nVE X1 = A Fo] + B [(Xng1 = V2| Fa| = (0 + 1A
= (S =10 +2(8n — nNE [Xng1 = N+ E [(Xng1 = 2] = (04 DA,

= (S =N+ 0+ V(Xpp1) — (n+DA= (S, —nN2 +04+ X — (n+ 1)A = M,,.

3. (a) On a, pour tout n > 0,

g1 = 9Sn+Xni1,=A(n+1) _ 99 9Xnt1,—A(n+1)

)

et, puisque X, 41 est indépendante de F,,
E [Zn+1 ‘fn] — 2Sn€7)\(n+1) E {2Xn+1 |J‘_‘n] — 2Snef)\(n+1) E [2Xn+1} )
Puisque X,,+1 ~» P(A), pour tout réel s,

G(s)=E [SX”'H} = M=),
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Par conséquent,
E [Zn+1 |Fn] = QSnef)\(nle)G(Q) — QSnef)\(nJrl)e)\ =7,

Il est clair que Z,, est positive.
(b) Toute martingale positive converge presque stirement. La limite, ici Zo,, est positive.

(c¢) Pour tout n > 1, on a
S
Zp =enin2=2n 1z =8, 1In2—In=n (ln2n — A) .
n

D’apres la loi des grands nombres, (S, /n)n>0 converge presque siirement vers E[X;] = A\. Comme
In2 < 1, presque slirement,

lim InZ, = —oc0, et lim Z,=0.
n—oo n—oo
Exercice 3. Par indépendance, pour €, ...,e, éléments de {—1,1}, on a

P(Xn+1 :5n‘Xn :z’fn,...,XO :EO) :P(Un—i—l = 1) =D,
]P)(Xn—H = —En‘Xn :En,...,Xo :EQ) :P(Un—i-l = —1) =1 —p.

Par conséquent, (X,),>0 est une chaine de Markov de matrice de transition

p_( r 1-p)
I-p p

Exercice 4. 1. (a) On a Po(X; =3) = P(2,3) =1/3 et

1
Es[X:]=(0 0 1 0)P 3 =3,
4
(b) Puisque Px, = p= (1/4 1/4 1/4 1/4),
1
2| 60 5
Px,=pP=(5/24 7/24 7/24 5/24),  E,[Xi]=pP 2l =5=3
4

2. (a) Le graphe des transitions est :
1/2 1/3 1/3 1/2
1/3 1/3 1/2

(b) La chaine est clairement irréductible. L’espace des états étant fini, la chaine est récurrente
positive.

3. (a) La chaine étant irréductible, récurrente et positive, elle posséde une unique probabilité in-



variante m = (7‘((1) m(2) 7(3) 7r(4)) solution du systéme linéaire m P = 7 soit

7(1)/2 +7(2)/3 — (1),
m(1)/2 +4m(2)/3 +m(3)/3 = 7(2),
+7(2)/3 +7(3)/3 +4+m(4)/2 =m(3),
+7(3)/3 +7m(4)/2 =mn(4).

Ce systeme linéaire est équivalent a
—m(1)/2 +~n(2)/3 =0,
+7(1)/2 —27(2)/3 +m(3)/3 =0,

+m(2)/3 —2m(3)/3 +m(4)/2 =0,
+7(3)/3 —w(4)/2 =0,

puis, en appliquant la méthode du pivot de Gauss, équivalent au systéme
—m(1)/2 +m(2)/3 =0,
—7(2)/3 +m(3)/3 =0,
-m(3)/3 +7w(4)/2 =0,
dont les solutions sont 7(4) (1 3/2 3/2 1). Comme 7(1) + 7(2) + 7(3) + 7(4) = 1, on obtient
m=(n(1) =(2) «(3) =(4))=(2/10 3/10 3/10 2/10).

(b) On a E; [$1] = w(1)~! = 5.

4. D’apres le théoreme ergodique, presque stirement,
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