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XY

Exercice 1. Comme X et Y sont indépendantes, e étant positive, on a,

E {e_XY | Y} =H(Y) avec H(a)=E [G_GX} = /Oooe_‘“’ e A dg = )\ia.

Par conséquent,

E[e_xy} :E[E {e_XY|YH =E [)\—i-)\Y] = 01/\;\_ydy:)\ln(l—|—1/)\).

Exercice 2. 1. Soit ¢ un réel.

(a) Pour tout entier non nul n, nous avons, comme N est indépendante de (Xg)r>1,

P(M <t|N =n)=P(N =n)"'P(max(Xy,...,Xn) <t,N =n),
=P(N =n)"'P(max(X1,...,X,) <t,N =n) =P (max(Xy,...,X,) <t).

Comme les variables (X )x>1 sont indépendantes et identiquement distribuées, il vient
P(M<t|N=n)=P(X; <t,....,.X, <t)=P(X; <t)..P(X,, <t) =P(X; <t)" = F(t)".
(b) La variable aléatoire N étant discréte a valeurs dans N*, on a

P(M<t|N)=> P(M<t|N=n)ly_p=> Ft)"Iy—n=> Ft)N1y_, =F(t)".

n>1 n>1 n>1
2. Pour tout réel t, on a
P(M <) =E[P(M <t|N)] =E[F(t)"] = G(F(t)).

Exercice 3. Notons tout d’abord que, pour tout entier n, S,, est F,,—mesurable et que —n < S, < n.

1. Pour tout entier n, on a, comme U, est a valeurs dans {—1, 1}, (avec probabilité 1)
S3 1= (S + Upt1)® = 82+ 352U, 11 + 38Uz, + U2 = S2 +352U,11 43S0 + Uny1.
Comme S, est F,—mesurable et U, est indépendante de F,, il vient, puisque U, est centrée,

E[Sn+1 |]:n] = Sn +E[Un+1 ‘fn] = Sn +E[Un+1] = Sny
E [S3,1 | Fa] = 83+ 8S2E [Unt1 | Fu] + 35, +E [Uny1 | Fal,
=82 +3S2E[Upt1] + 350 + E[Ups1] = S2 + 3S,,.

Par conséquent, pour tout entier n,
E[S3,1 = 3(n+1)Sns1 | Fa] = S5 + 388, = 3(n +1)S, = Si — 3nS,,

ce qui montre que (S; — 3nSy), 5, est une martingale.

2. (a) Pour tout entier n, puisque Up41 est indépendante de F,,



E |:3Sn+1 ‘]:n} -k {35n3Un+1 |]:n} — 3% {3[]"*1 |]:n] =35 K {3U"+1} = 235" > 350,

(b) Puisque (35") =0 est une sous-martingale positive, on a, via I'inégalité maximale de Doob
n

pour p = 2, pour tout entier n > 1, les variables (Uk)k>1 étant i.i.d.,

E {031%1 9Sk} —E [Oglggcn (3Sk)2] < 4E [(3371)2} —4F [95n] —4E [9U1]” —4 (4;)”

3. (a) Pour tout n > 0, comme U, 1 est a valeurs dans {—1,1}, par parité de la fonction cosinus,

co8(ASp+41) = cos(ASy, + AUp+1) = cos(ASy,) cos(AUp1) — sin(ASy) sin(AUp+1),
= cos(ASy) cos(N) — sin(ASy,) sin(AUp41).

Par conséquent, comme U, est indépendante de F,, et la fonction sinus impaire,

E [cos(ASp+1) | Fn] = cos(ASy) cos(A) — sin(ASy,) E [sin(AUn+1) | Fnl,
= cos(ASy) cos(A) — sin(ASy,) E [sin(AUp+1)] = cos(ASy,) cos(A) ;

le résultat en découle immédiatement.

(b) D’apres le théoréeme d’arrét de Doob, pour tout n, par parité de la fonction cosinus,
1=E[Xo] =E[Xrr] =E [(cos M) AT cos()\Sn/\T)} =E {(cos )T COS()\|SH/\T|)} .

Par définition de 7', 0 < A|Spar| < Aa < 7/2. Comme la fonction cosinus est décroissante sur
[0, 7/2], cos(A|Spar|) > cos(Aa), on a 1 > cos(Aa) E [(cos )\)*”AT]

(c) La suite ((COS )\)_”/\T> - est croissante, positive et lim,, o (cos \) 7" = (cos \) =T (méme
nz

si T = +00). Par convergence monotone,

E {(cos )\)_T} = T}LHC}OE [(cos )\)_”/\T} < cos(Aa) "L

Par conséquent, (cos M)~ est fini presque sfirement puisque intégrable et T est aussi fini presque
stirement.

(d) T étant fini presque siirement, on a, avec probabilité 1, par définition de T,

nli_{go(cos N cos(A|Spuar|) = (cos A) 7T cos(A|S7|) = (cos \) T cos(Aa).

D’autre part, pour tout n,

(cos A)~" T cos()\|SnAT|)’ < (cos A\)~T qui est intégrable.

Par convergence dominée,

E {(cos AT cos()\a)} = n11_}1(1;0151 {(cos AT cos()\|SnAT|)} =1, soit E [(COS )\)_T} = cos(\a) L.



