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Exercice 1. Soit (X,,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes ; pour tout n > 1,
X, suit la loi de Poisson de parametre A\, > 0. On pose Sy = Zy = 0, Fo = {0, Q} et, pour
n>1,

Sn:X1++Xn, Zn:(Xl_)\l)++(Xn_/\n>a fn:O'(Xl,7Xn>

1. Montrer que (S,),>, est une sous-martingale par rapport a la filtration (F,)n>o-
2. On suppose que Y,>1 A, < +00.
(a) Montrer que (Zy),, est une martingale par rapport a (F,)n>o bornée dans L.

(b) En déduire que, lorsque n tend vers 400, (S,),>0 converge presque stirement et dans
L2 vers une variable aléatoire S,, de carré intégrable.

Exercice 2. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans F = {1,2,3,4} de matrice
de transition
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1. (a) Préciser les valeurs de Py(X; = 3) et de E3 [X;].

(b) On suppose dans cette question que la loi de Xg est = (1/2 1/4 0 1/4). Déter-
miner la loi de X; puis E, [X;].

2. (a) Faire le graphe des transitions de la chaine.

(b) Montrer que la chaine est irréductible récurrente positive.
3. (a) Déterminer la probabilité invariante.

(b) Que vaut E4[Sy] ou Sy = inf{n >1:S5, =4}7
4. Quelles sont les limites presque stres de

1 n—1 1 n—1

=N X, =N X227

5. (a) Montrer que la chaine est apériodique.

(b) Préciser lim,,_,o, P™.
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Exercice 3. Soit (X,,),>0 une chaine de Markov a valeurs dans F = {0,1,2,3} de matrice
de transition
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1. Faire le graphe des transitions de la chaine.

2. Classifier les états de la chaine.

3. On note T3 = inf{n > 0: X,, = 3} et, pour k € E, z(k) = P, ({T5 < +00}).
(a) Préciser les valeurs z(0) et z(3).
(b) Déterminer z(1) et z(2).
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