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Filiere II : EDS rétrogrades et applications

Examen Final : Durée 3 heures

Mercredi 29 mars 2000

On se place sur un espace de probabilité (2, F,P) complet. {W;};>0 est un mouvement
brownien d-dimensionnel sur cet espace et {F;}+>0 est la tribu augmentée de W. T est un réel
strictement positif.

Exercice 1. Notion de g—espérance.

Soit g : 2 x [0, T] x R x RY — R une application telle que, pour tout (y, 2), {g(t,y, 2) bo<t<T
est progressivement mesurable. On suppose qu’il existe K > 0 telle que, P-p.s., pour tout
(ty,y' 2,2,

(i) lg(t,y,2) —g(t, ¢/, )| < K(ly—y'| + |z = 2']); (ii) g(t,y,0) = 0.

Soit & une variable aléatoire Fr—mesurable et de carré intégrable; on considére 'EDSR

suivante :
T

T
Yu:§+/ g(T,YT,ZT)dr—/ Ly dW,., 0<u<T. (1)

1. Justifiez brievement le fait que PEDSR (1) posséde une unique solution.

On note, pour tout £ € LQ(]:T), Eq(&) =Yy ou {Ys, Z; }o<i<r est la solution de PFEDSR (1).
2. a. Montrer que si c est une constante réelle alors £,(c) = c.

b. Etablir que si & < & Pp.s. alors £;(&1) < Ey(&2) et que, dans ce cas, £4(&1) = E;(&2) si
et seulement si &1 = & P—p.s.

c. Soit ¢ € L2(Fg) avec 0 < S < T. Montrer que Ey(&) = yo ol {ys, 2t fo<i<s est la solution
de 'EDSR

S S
yt:£+/ g(r7y7“7z7')dr_/ Zr‘dWr, OStSS
t t

3. a. Montrer que pour tout A € Fy, E4(1af) = &;(1aYs) ou {Y}, Zi}o<i<r est la solution
de PEDSR (1). Indic. : multiplier ’équation (1) par 14 pour ¢ < uw < T et montrer que
Lag(r,y,z) = g(r,1ay, 1a2).

b. Montrer que Y; est I'unique variable aléatoire, 7, de carré intégrable et Fi,—mesurable
vérifiant : pour tout A € Fy, £4(148) = E;(1an).

On note, pour ¢ € [0,T] et & € L%(Fr), & (£ | F) := Yy ou {Vi, ZiYo<i<r est la solution de
I'EDSR (1).
4. a. Que vaut & (§ |.7-"t) si & est Fy—mesurable ? Si £ est une constante ?

b. b Si P-p.s. & > &, montrer que & (&1 | Fr) > & (&2 | Fe).

c. Montrer que pour tout B € Fy, & (1€ | F;) = 1p&, (£ | F).



5. Etudier le cas g(t,y,z) = by - z ou {b }o<t<T est un processus progressivement mesurable et
borné ?

6. Montrer que E_g (§ \.7-}) < & (§ \.7-}) < &k (§ ].7-}), ou la notation & signifie £, avec
9(t,y,z) = Klz|.

Exercice 2. Résolution des EDSR dans LP pour p > 1.

On se donne un réel p > 1 et f: Q x [0,T] x R¥ x R¥*4 — RF telle que, pour tout (t,y, 2),
{f(t,y,2) }o<t<T est progressivement mesurable ; on suppose qu'il existe K > 0 telle que, P-p.s.,
pour tout (¢,y,y',z,2'),

[f(ty.2) = [ty ) < K(ly =y + ]z = 2])).

Soit ¢ une variable aléatoire Fr—mesurable. On suppose que

E [|§p + (/OT \f(t,o,o)jzdt)p/z} < +o00.

Sous ces hypotheses, on veut construire une solution de 'EDSR :
T T
Yi=¢+ / £ Yo 2, dr — / Z.dW,,  0<t<T. 2)
t t

Une solution de P'EDSR (2) est un couple de processus, {Y;, Z; }o<i<7,progressivement me-
surables, vérifiant (2) tel que : {Y; }o<i<7 est continu et

E [(/OTHZAPdr)p/Q] < 400,

On note 8P et MP ’ensemble des processus progressivement mesurables vérifiant :

E | sup [V

T 9 \P/2
< 400, respectivement, E [(/ | Zy|] dr) ] < +o00.
0<t<T 0

On munit ces deux espaces des normes résultant de leur définition.
1. Montrer que si {Y;, Z; }o<i<7 est solution de 'EDSR (2) alors {Y;}o<;<7 appartient a SP.
2. Soit {Uy, Vi}o<t<r un élément de SP x MP. Résoudre 'EDSR

T T
Y%=€+/ f(nUmVr)dr—/ ZpdW,,  0<t<T. (3)
t t
3. Soient {Ut, %}OStST’ {Ut,, ‘/t/}OStST deux éléments de SP x MP et {Y}, Zt}OSth: {th,, Zt/}UStST

les solutions respectives de 'EDSR (3). Onnote Y =Y —Y', §Z =72 - 7', 6U =U — U’ et
0V =V —V'. Montrer qu’il existe une constante Cp, ne dépendant que de p telle que :

T /2
E[sup |5Yt|p+(/ I62,%ar)" ]
0

0<t<T
T p/2
sup [0U|P + (/ ||5W\|2dr> .
0<t<T 0

< C,max(TP% TP)E




Indic. : écrire I’équation pour &Y, prendre I'espérance conditionnelle, utiliser I'inégalité de
Doob puis les inégalités BDG pour 7.

4. En utilisant un argument de point fixe, montrer que 'EDSR (2) posséde une unique solution
dans 8P x MP (on pourra commencer par 7' petit). A-t-on unicité des solutions au sens de la
définition ?

5. On suppose ici p > 2 (p = 2 vu en cours). Montrer qu'il existe une constante C}, universelle
telle que :

2 T 2 . \P/?
B | swp P ([ ejziar)
0

0<t<T

T
<GE [epaT/QW’ + / eat”}f@,o,m\dt)p] :
0

ott = 2K?% + 2K et {Y;, Zt }o<it<7 est la solution de 'EDSR. (2).
Indic. : on pourra d’abord appliquer la formule d’Ité & e®|Y;|?2.

Exercice 3. Soit F': 2 x R x R™ x S(n) — R une application continue et elliptique ou 2 est
un ouvert de R™. Montrer que I'on peut remplacer ¢ € C?(£2) par ¢ € C>(£2) dans la définition
de u est sous-solution de viscosité de F(x,u, Vu, D?u) = 0.
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EDSR et applications : Correction de I'examen du 29 mars 2000.

Exercice 1. 1. g est Lipschitz et le processus {g(,0,0)}o<i<7 est trivialement de carré inté-
grable puisqu’il est nul. L’EDSR (1) posséde donc une unique solution si & € L2(Fr).

2. a. On a &y(c) = ccarlasolution de 'EDSR (1) avec £ = cest {c, 0}o<¢<7 puisque g(t,y,0) = 0.
b. C’est le théoreéme de comparaison qui fournit immédiatement le résultat puisqu’on travaille
avec le méme générateur.
c. L’hypothese (ii) implique, si & € L?(Fs), que la solution de 'EDSR (1) est donnée, pour
S <t<T,par (Y, Z;) = (£0) et, pour 0 < ¢ < S, par (Y, Z;) = (yt, 2). Le résultat s’en suit
immédiatement.

3. a. Fixons A € F;. Pour tout t <u < T, on a,

T T

LAYy = Lag 4 L [ gr¥eZ)dr =14 [ 2,

u u
et puisque, pour t < u < T, 14 est F,—mesurable, on en déduit que

T T

1Y, = 14§ +/ ]-Ag(ra Y, Zr)dr - / 14Zy - dW,.
u u
Or, comme ¢g(t,y,0) = 0, on a 149(t,y,2) = g(t,y,1a2) = g(t,1ay,14z). Il vient alors, pour

t<u<T,

T T

lAYu:1A§+/ g(T,lAYr,lAZT)dT’—/ 147, - dW,.

u u

Soit {Ut, Vi }o<i< la solution de 'EDSR

T T
Ut:1A§+/ g(r,UT,VT)dr—/ V,-dW,, ~0<t<T.
t t

Par définition, on a £5(14£) = Up. Mais le calcul précédent montre que (U, V;) = (14Y,,14%,)
pour t < r < T'. En particulier, pour 0 < s < ¢, on a:

t t
US=1AYt+/ g(r,Ur,vr)dr—/ V, . dw,,

et la question 2.c montre que £;(14Y;) = Up.

b. Soient 1y et 12 deux éléments de L%(F;) vérifiant E;(1am1) = E,(Lan2) pour tout A € F.
Prenons A = {m > m2}; on a Eg(Liynym) = Eg(Lppmnam2)- O i spam = 1gn,m2, et
donc, via la question 2.b, 11, >p1m1 = 14y, >p,372 P-p.s. Pour conclure, il suffit alors de prendre
A = {m < m2} pour obtenir 1¢, <p1m = 1 <p172 P-p.s. et par suite n; = n2 P-p.s.

4. a. Supposons que ¢ soit Fi—mesurable. Comme déja remarqué lors de la question 2.c, la
solution de ’'EDSR (1) est (&, 0) sur [¢,T] et donc, par définition, £,(§ | ;) = €. En particulier,
pour tout réel ¢, E,(c | F) = c.



b. C’est une conséquence directe du théoreme de comparaison.
c. Fixons B € F;. Par définition, on a, pour tout A € Fy,

&g [1a&(1BE | Fy)] = & [1a1BE] = & [1a{18E,(E | )},

qui implique le résultat.

5. Sig(t,y,z) = b - z, "EDSR est linéaire. On utilise la formule pour obtenir

Ex(§1F) =E(gexp { / by aw, - 172 / b Par | F) =B | R,

ou Q est la mesure sur Fr de densité par rapport a P

T T
DT:exp{/O br~dWT—1/2/0 ]bTPdr}.

On retrouve ainsi les changements de mesures de probabilité de type Girsanov.

6. Les hypotheses (i) et (ii) impliquent que, pour tout (¢,y, z),

9ty 2)| = |g(t,y,2) — g(t,y,0)| < K|2|,

et donc que —K|z| < g(t,y,2) < K|z|. Il suffit d’appliquer le théoreme de comparaison pour
conclure.

Exercice 2. Dans la suite C}, désigne une constante dépendant de p variant au cours du texte.

1. Suposons que {Y3, Zt }o<t<7 soit solution de 'EDSR (2). On a alors
t t
Yi=Yo- [ f0v. 20+ [ zaw,  o<te<t,
0 0
d’ou 'on tire en utilisant la croissance de f,

T t
!YzlﬁlYoH/ {|£(r,0,0)| + K||Z,|| }dr + sup )/
0 0<t<T 0

Comme la fonction ¢ —— Y} est continue, le lemme de Gronwall donne supg<;<7 |Y;| < eKT¢

avec

T t
= ¥ol+ [ {1#.0.0)| + KIZelYar+ sup | [
0 o<t<T ! Jo

11 suffit alors d’utiliser la définition de solution, ’hypothese d’intégrabilité sur f(¢,0,0), et de
remarquer que les inégalités BDG donnent

t T /2
o | [ <G |( [ 121Par)"| <+,
0<t<T 0 0

pour obtenir ( dans LP puisque Yy est déterministe.

E

2. Prenons {Uy, Vs }o<t<r dans SP x MP. Définissons alors,

_E<£+/tTf(r,UT,W)dr’.7-’t> ({—i—/frUr,Vdr ) /frUT,V



{Y: }o<t<r est continu car les martingales browniennes le sont. On a de plus

T
wil <& (e + [ 1760 lar | 7).

et donc d’apres l'inégalité de Doob (p > 1),

< (p/(p—1))"E [(m + /0 e Ur,vr)\dr)p] :

E | sup [V3[P
0<t<T

le membre de droite est fini via les hypotheses d’intégrabilité sur &, U, V et {f(¢,0,0) }o<t<7.
D’apres le théoréme de représentation des martingales browniennes, il existe {Z; }o<¢<7 pro-
gressivement mesurable tel que :

<§+/ fTUraV)dT) ) [§+/ fTUr,V)dr} /tZTdWT, 0<t<T.
0

Les inégalités BDG donnent

T /2
E (/ HZTHer)p < C,E
0

t
sup ‘ /
0<t<T ' Jo

et donc on obtient

T /2
E (/ ||ZT||2dr>p < C,E
0

d’ott il résulte via 'inégalité de Doob (p > 1!),

. [(/OTHZTW)”Q] <R [(y§|+/OT\f(r,UT,m\dr)p]

qui est fini comme déja dit.
Enfin, par définition de Y et Z, on a

<§+/frUT,V dr > /frUr,V

E [§+/O fr, Ur,Vr)dr} +/0 ZTdWT—/O f(r,Up, Vy)dr.

sup ‘E(f + /OTf(r, U, V,)dr ’ .7-}) ‘p] ,

0<t<T

Y,

Or,
T T T
E [54—/ f(r, U,«,VT)dr} zf—i—/ f(r, UT,W)dr—/ ZndW,.,
0 0 0
d’ou 'on déduit que
T T
Y=g+ [ 00 Vodr— [ zaw.
¢ t

3. Le point de départ est

T T
5Y; = / (F(r,Up Vi) — Fr, UL VD)) dr — / 57, dW,,  0<t<T.
t t



Come 67 appartient a MP, M. = fo 0Z,dW, est une martingale bornée dans L. Donc, prenant
I’espérance conditionnelle par rapport a F;, on obtient, en utilisant le fait que f est Lipschitz :

T
|0Y;| < KE (/ (16U, | + [|6V;]])dr ‘ ]—‘t) .
0

Puisque p > 1, I'inégalité de Doob donne

<o |( [ (v touiyar)’]

et I'inégalité de Holder fournit la majoration

E | sup [6Y;[P

0<t<T

0<t<T

T /2
E[sup o3P < Cp2rt <TpE sup |[0U;|P| + TP/*E [(/ H&VTHer)p ])
0<t<T 0<t<T 0
T /2
< C,max(TP, TP?)E | sup |6Ut\p+</ Hé\/}szr)p ]
0

Pour Z, les inégalités BDG et I'inégalité de Doob donnent

E [(/T||5Zr|!2dr)p/2] <C,E U/T(SZTdWT p} :
0 0

T T
| sz, = [ {500V - 0,07V b - 6,
0 0

et donc, f étant Lipschitz,

T
’ / 57, dW,
0

Or nous avons estimé ’espérance de la puissance p°® de chacun des deux termes; il vient donc

T /2
E [ sup [0%;[7 + ( / 162, |%dr)"
0<t<T 0

T p/2
sup |6U:|P + </ H(SVTHer) ] :
0

0<t<T

Or, nous avons

T
<K [ (501 + oVil)ar + swp (5%
0 0<t<T

< C,max(T?, TP/?)E

4. On se place dans 'espace de Banach B = S x MP et on considere I'application ¥ qui & (U, V)
associe (Y, Z) solution de 'EDSR (3). D’apres la question 2, ¥ est une application de BP dans
lui-méme qui s’avere étre une contraction stricte si on suppose de plus que C, max(7?, v/ <1,
Donc, sous cette condition, ¥ possede un unique point fixe dans BP et donc P'EDSR (2) possede
une unique solution dans BP. Pour T quelconque, il suffit de subdiviser I'intervalle [0, 7] en un
nombre fini d’intervalles de longueurs suffisamment petites pour obtenir une unique solution de
I’EDSR dans BP.

On obtient bien sir unicité des solutions au sens de la définition puisque via la question 1,
toute solution vit dans BP.

5. Commengons avec la formule d’It6,

T T
e |Y;[2 4 / |2, 2dr = 7€ + /
t t

T
ear{QY;f(r,YT,ZT)—aY}2}dr—2/ Y, ZpdW,.
t

4



Or, f étant Lipschitz, on obtient, via 2ab < 2a® + b%/2,
2 f(r Y0, Zp) < 2K+ 2K Y| (12, + 21Y] |£(r,0,0)

1
< (2K+2K2)|Yr|2+§||Zr|!2+2|Yr| |£(r,0,0)].

Si on prend o = 2K + 2K?, on obtient
T

1 T T
eatm2+2/ e“T]ZT\\zdrge“T]£\2+2/ 1Y) \f(r,o,())\dr—z/ Y, ZodWy. (4)
t t t

Puisque p > 2, les inégalités BDG montrent que l'intégrale stochastique est un accroissement
de martingale ; conditionnant par rapport a F; il vient :

T
e <B (etlef 2 [ eyl se0.0lr | 7).
0

et utilisant I'inégalité de Doob pour p/2 > 1, on a

E | sup er/?|y,[?

0<t<T

T
< GE [epaT/zwau ( /0 1Y, |f<r,o,o>\dr)p/1 :

Revenant a l'inégalité (4) pour ¢ = 0, on obtient en utilisant les inégalités BDG pour p/2

T T
E[(/O ear||Zr||2dr)p/2] < CE [epaT/2|§|p+</0 Y| |f(r,0,0)\dr>p/1
T
1C,E {(/ eQar\K\Q\\Zr\Ier>p/4] |
0

De plus, on a

T /4
C,E [(/0 e2aryn12\\zr||2d7~)p ] < C,E

at/4 /2 T ar 2 p/4
sup ePt/4|y,|P ( A dr) :
0<t<T 0

et donc

CpE |:</0 62ar’}/r’2‘zr||2dr)?/:| < ?pE

sup_eP/2|y; P
0<t<T

1 r o, \P/2
+2E[(/0 e Z,|%dr ) }

Combinant, comme a I’habitude ces inégalités, on obtient

t/2 T 9 . \P/?
sup 2+ ([ ez Par)
0<t<T 0

T
< oo ([ w00

E

Pour conclure, il reste a remarquer que

C,E [(/OTeo""\m £ (r, 0,0)\dr)p/z]

T p/2
< G| sup e yipr2( [ e 1(r,0,0)ar)
0<t<T 0
1 C2 T
< —E| sup P2y, +p]E[(/ em/2|f(r,0,0)‘dr>p].
2 o<t<r 2 0




Exercice 3. On suppose que pour toute fonction ¢ € C* telle que u — ¢ possede au point
2o € © un maximum local on a

F(x0,u(z0), Vip(20), D*p(70)) < 0

et nous devons montrer que la propriété reste vraie si on prend ¢ de classe C2.
Soit donc ¢ € C? telle que u — ¢ possede au point g € © un maximum local. Considérons,
pour n > 1,

1 1
en() = p(x0) + V(zo) - (2 — w0) + §<D2¢(wo)($ = @0), (& = 20)) + 5|z — o 2
D’apres la formule de Taylor appliquée a ¢, on a pour |x — x| < r,
1
u(z) < u(zo) + Vip(z0) - (¥ — m0) + §<D2<P($o)(9€ — x0), (z — m0)) + o(|x — xo|?),

et donc si |z — xo| < r,

u(z) = on(2) < u(zo) — on(z0) + oz = o) = -l = 2ol

Il résulte de cette derniere inégalté que u — ¢, possede un maximum local au point xg, pour
tout n > 1. Comme ¢, est de classe C*°, on a F(xo,u(z0), Vion(z0), D2pn(70)) < 0, soit encore

F(zo,u(xo), Vo(zo), D2g0(:c0) + n_ll) <0.

Il suffit de passer a la limite quand n — oo pour obtenir le résultat par continuité de F'.



