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Filiere II : EDS rétrogrades et applications

Examen final : durée 3 heures

Vendredi 30 mars 2001

Soit {W;}+>0 un mouvement brownien a valeurs dans R?, défini sur un espace probabilisé
complet (2, F,P) et dont la filtration naturelle augmentée est notée {F;}1>0. T est un réel
strictement positif. f : Q x [0, 7] x R* x R¥*4 — R est une fonction aléatoire telle que, pour
tout (y,z) € R* x RF*4_ le processus {f(t,y, ) o<t<T soit progressivement mesurable et & une
variable aléatoire & valeurs dans R¥, Fr-mesurable, de carré intégrable. On note B2 l'espace

vectoriel S2(RF) x M2(R¥*?); pour a réel, on note || . ||o, la norme définie par
9 T
|2 =E | swp WP+ [ ez,ar]
0<t<T 0

qui fait de B2 un espace de Banach.

Exercice 1. On suppose que (&, f) vérifie 'hypothese (My) du cours; on note K la constante
de Lipschitz en z et p la constante de montonie en .
Soient € > 0 et h une fonction intégrable sur (0,7"). On note D.(h) la fonction définie par

1 t
vt € 0,77, Dc(h): = / h(r)1,~qdr.
t

€ —&

1. Soient a, e, p trois réels positifs tels que ¢ > 0 et p > 1; soit h € LP(0,7"). Montrer que,

T T
Vo<t <T, / € |De(h)y | dr < e / e | h(r)|Pdr.
t (

t—e)t

2. a. Soit £ > 0 fixé. Montrer que, pour tout V € M?(R¥*4) TEDSR

T T
Yt=£+/ f(r,n,DaW)r)dr—/ Z,dW,, 0<t<T (1)
t t

posseéde une unique solution dans B2.

b. Soient V et V’ deux éléments de M2(R**?) et {(Y;, Z;) Yo<i<T, {(Y/, Z}) }o<i<T les solutions
respectives de 'EDSR (1). Montrer que, pour tout x > 0,

T
E | sup eo‘t|5Yt|2+/ e |62, || *dr
0

T
§C’uxE[/ e |De(6V), || *dr|
0<t<T 0

owdY =Y Y 62 =27 6V=V-V a=2u+ K?/z)" et C, désigne une constante
universelle.



3. En déduire qu’il existe g9 > 0 tel que, pour tout 0 < € < ¢p, '’EDSR
T T
Yf:£+/ f(r,Yf,DE(ZE)T) dr/ Z5 dW,, 0<t<T. (2)
t t

possede une unique solution, {(Y;5, Z8)}o<i<r, dans B2

4. On note {(Y;, Z¢) }o<t<7 la solution de 'EDSR classique
T T
Y, :£+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ Z,dW,, 0<t<T.
t t

Montrer que {(Y, Zf)}ieo. 1], solution de (2), converge dans B2, vers {(V;, Z)}reo,r] lorsque
e—0.

Indication : appliquer la formule d’'Ité & e®!|Y;f — Y;|? en essayant d’obtenir ||Z — D.(Z)||? (en
norme M?) comme terme de controle; on rappelle que, si h € L2(0,7), D.(h) converge vers h
dans L? quand € — 0.

Exercice 2. On suppose que k = 1 et qu’il existe une constante K > 0, telle que, P—p.s.,
- vtel[0,T], (y,z)+— f(t,y,z) est continue;
~ V(t,y,2z) € [0,T] x R xR | f(t,y,2)| < h(y, 2), ou h(y,z) = K(1+|y| + |2]).
On pose, pour n > K, pour tout (t,y,2) € [0,T] x R x R?,

Faltsy, 2) = inf {f(t,u,0) +nly — ul +nlz = o] (u,v) € Q).

On a alors, pour tout n > K, pour tout (¢,y, 2,9, 2),
L | falty,2)| < K14yl + |2]);
2. | fult,y,2) — fut, . 2)| < nlly =¥/ + 12 = 2])
3. (fn(t,y, z))n est croissante ;

4' Si (ynazn) — (y7 2)7 fn(ta yn;zn) — f(t7y7 Z).
On note {(Ut, Vi) }ejo,r) 1a solution de 'EDSR

T T
Ut:§+/ h(U,,,w)dr—/ VedW,,  0<t<T, (3)
t t

et, pour n > K, {(Y}", Z}") }iejo,r) celle de 'EDSR

T T
Ytﬂ:“/ f"@"’i@”azﬁdr‘/ ZMdW,,  0<t<T.
t t

1. Justifier brievement 'existence des solutions des EDSR précédentes.

2. a. Montrer que, P-p.s., pour tout n > K,
vte[0,T], Y/<Y"<U,.

b. Montrer qu’il existe une constante M, dépendant de T, K et E[{Q}, telle que, pour tout
n> K,

T
E | sup |Yt"|2+/ |Z;}|2dr] < M.
0

0<t<T

3. a. En utilisant la question 2, montrer que {Y;"}1c(o7) en une suite de Cauchy dans M?(R).

2



b. En déduire, que la suite {(Y;", Z{") }e[o,7) est une suite de Cauchy dans B2.

4. Soit {(Yz, Zi) }epo,r) la limite de la suite {(Y{", Z{") }e[o,r) dans espace de Banach B2. Montrer
que {(Y%, Zt) }repo,r] est solution de 'EDSR

T T
Yt:§+/ f(r,YT,Zr)dr—/ Z,dW,, 0<t<T.
t t

5. En utilisant le théoréme de comparaison, montrer que I’application £ de L2(Fr) dans R qui
a & associe £(§) = Uy ou {(Us, Vi) }ejo,r) est la solution de 'EDSR (3) est convexe.  Indication :
h est convexe.

6. Démontrer les propriétés de la suite (fy,)n>xk rappelées en préambule.
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EDSR et applications : Correction de I'examen du 30 mars 2001.

Exercice 1. 1. Soient p > 1 un réel, h € LP(0,T), et v un réel positif et € > 0 . L’inégalité de
Holder donne, pour r € [0, 77,

1 T
DA< [ )P Lsodu
r—e

3

Il vient alors, par Fubini,

T T
e“"|Dg( pdr< u)|P1y, Oaludr—1 h(uw)P e 1ycreute dr du
‘ > <r<udt )
€ J(t—e)* t

et par suite, on obtient 'inégalié, comme « > 0,

T 1 T u-+te T
/ ¢ |D. (h), [Pdr < 1 / ()P / O dr du < o / ()P du.
t € Jt—e)+ u (t—e)*

2. a. Si on se donne V € M2(R*¥*4), PEDSR (1) posséde une unique solution dans B? car
I'hypothese (My) est satisfaite pour g(r,y) = f(r,y, D:(V),). La monotonie et la continuité sont
évidentes; on a |g(r,y)| < fi + K||D(V),|| + Aly| et I'inégalité (1) donne pour p =2 et o =0,

T 9 T )
[ vy Par < [ v

ce qui montre que D.(V) appartient & M?(R¥*9) et donne (My). On peut donc appliquer le

résultat d’existence et d’unicité du Chapitre 4.

b. On applique la formule d’It6 & e®!|§Y;|?. Comme f est y—monotone en y et K-Lipschitz

en z, pour tout (r,y,z,%,2), on a, pour tout = > 0,

20y—y).(f(ry. 2)=f(ry,2) < 2ply—y P2K|y—y'| ||z=2"| < Qu+E3[x)ly—y P+a]=—2| .

On en déduit immédiatement que

T
eat\(s}ﬂ?—l—/ e 6 Z, || 2dr
t

T

T T
< (—a+2,u—|—K2/:U)/ ear|5Yr]2dr—|—a:/ earHDg(é‘/)THQdT—Q/ e oY, 02, dW,.
t 0 t

On prend a = (2u + K2/z)*. Pour t = 0, on obtient, en prenant I'espérance,

E UOT em||5Zr|2dT] <zE [/OT ea’"HDE(W)THer] ,

puis, via les inégalités BDG, pour une constante C, universelle,

T
E | sup eo‘t|(5Yt|2—i—/ e |62, || *dr
0

0<t<T

T
< CuaE [/ eO‘THDE((SV)TWdr} |
0




3. D’apres l'inégalité (1), on a

T
E [ sup eat]5§/§g2+/ e 6 Z,||2dr
0<t<T 0

T
< Cuzre™ E [/ eO”HcSV}HZdr] .
0

On choisit « de sorte que Cyx < 1 ce qui fixe la valeur de a. Si ¢ — 0, Cyxe®® — Cyx et par
suite, si 0 < € < g,

T
< pE [/ eO”H(SVrHQdT] ,
0

avec p < 1. On introduit I'application ¥ du Banach B? dans lui-méme qui & un couple (U, V)
associe (Y, Z) solution de I’équation (1). On vient d’établir que si € < gy, ¥ est une contraction
stricte pour la norme || . ||o. ¥ posséde un unique point fixe (Y2, Z¢) qui est I'unique solution de
I'EDSR (2).

4. Passons a I’étude de la convergence. On commence par le calcul classique,

T
E | sup eat]&/}\2+/ e (62, |dr
0<t<T 0

T T
eo‘tléYt]Q%—/ eO‘T’H(SZTHer—i-a/ | 8Y; [P dr
t t

T T
= 2/ e oY, A f(r, Y, Zy) — f(r, Y2, Do(Z7),) bdr — 2/ e oY, - 0 Z,.dW,,
t t

et 'on coupe en trois morceaux :

f(n Y;"? ZT) - f(?“, Y;"av DE(ZS)T)
= {f(?“, Y;W ZT) - f(?“, }/;“7D€(Z)T)} + {f(T, Y;’aDE(Z)T) - f(?“, }/;“7D€(Za)7’)}
+{f(r, Y2, De(Z27)r) = f(r, Y7, De(Z°)r) } -

On utilise alors le fait que f est Lipschitz et monotone, l'inégalité 2ab < a?/x + xb® et I'on
obtient, en prenant o = (3K?2 4 2u) 7,

T
eatyéytyu/ (|62, | dr
t
T ) 1 /T ) T
< / e ||Zr — D(Z).|| dr—|—2/ " ||De(62), || dr—2/ oY, - 62, dW,y,
t t t
ce qui compte tenu de l'inégalité (1) fournit
T
eat|5Yt|2—|—/ ™" ||0 Zy||*dr
t
T ) 1 T T
< / eO”"HZ,« — DE(Z)TH dr + 260‘5/ eo”"H(SZTHZdr — 2/ e 0Y, - 02, dW,.
0 (t—e)* t

Si donc € < €1, de sorte que €*°/2 < 2/3, on a

T
eatyéy;m/ 162, |2dr
t

3

t—e

T ) 9 [T T
< / ea’"HZT — Dg(Z)rH dr + / e |62, ||2dr — 2/ e 8Y, - 0 Z,.dW,,
0 ( )t t



ce qui donne tout d’abord, en prenant ’espérance pour ¢t = 0,

T T
E U eo”HéZerdr] <3E [/ ea’"HZT—De(Z)TWdr].
0 0

Finalement, utilisant les inégalités BDG, on obtient pour une constante universelle C,,,

T
E | sup eat\5Y2|2+/ e 6 Z, || 2dr
0

0<t<T

T
< C,E [/ || 2, — DE(Z)THer] .
0

Il suffit donc de montrer que

E UOTHZT —DE(Z)THer}

tend vers 0 quand € — 0 pour conclure. P-p.s., r — Z, appartient & L2. Donc, P-p.s.,
r 2
/ | Zr — D(2),||"dr, si e—0.
0

Or, via 'inégalité (1), nous avons
T ) T
sup/ HZT fDE(Z)TH dr <2 / | Z.||2dr
e>0J0 0

qui est intégrable. Le théoreme de convergence dominée donne le résultat.

Exercice 2. 1. f, et h sont Lipschitziennes en (y, z) ; on peut donc appliquer le résultat classique
de PARDOUX—-PENG.

2. a. On a, pour tout n > K, d’apres les propriétés 1 et 3 de la suite (f,)n, pour tout n > K,
V(t,y,z), fn(t7yvz) S fn-‘rl(tvyaz) S h(yvz) ;

il suffit d’appliquer le théoreme de comparaison pour conclure.

b. Pour tout n > K, la premiere propriété de la suite (fy,)n, conduit a
vn> K, V(ty,2),  yfaty.2) < K(lyl+ [y + [yl]2]).

Les estimations a priori — Proposition 4.2 — donnent, pour tout n > K,

T
E[sup |Yt”2+/ 1Z2 2 dr | < Cu2KHEAITE (|2 + K277
0

0<t<T

3. a. P-p.s., pour tout t € [0,7] la suite (Y;"), est croissante et majorée par U;. Donc (Y;"),
converge dans R vers Y;. De plus, on a, P—p.s. pour tout ¢

sup,,s x | Y7 < max (|V,X], |U4]),

et ce dernier majorant appartient & M?(R). Le théoreme de convergence dominée implique la
convergence de Y™ vers Y dans M?(R).

b. La formule d’It6 conduit a I'inégalité, avec les notations usuelles, si m > n > K, pour tout
te[0,7],

T T T
|6Y;|? —|—/t 62,2 dr < 2 /0 |0Yr]| ‘fm(r, Y, ZM) —fn(r,Y;",Zf)‘dr—i—2/t 0Y, 0Z, dW, ;

3



en particulier, pour ¢t = 0, on obtient,

T T
E {/ 162, dr] <2E [/ 10Y; | ’fm(r, Y ZT) — fulr, Ytn,Z;L)‘ dr} ,
0 0

puis les inégalités BDG, donnent pour C, universelle,

T
< B | [0 Y, 2) = ol Y0 220 ]

T
E | sup |5Yt]2+/ 62,2 dr
te[0,T 0

L’inégalité de Holder entraine, notant || . || la norme dans M?,

T T 1/2
E [ sup |0Y;|? +/ 0Z,2dr| < Cy|6Y]| (]E [/ | fn(r, Y™, Z0) — fu(r, Yt”,Zf)}z er :
0 0

te[0,7]

Or, la premiere propriété de la suite (fy,), et le résultat de la question 2. b. impliquent que

T
2
SUD>n>K B [/0 ‘fm(r, Yz — fo(r, Y, Zﬁ)} dr| < 4o0.

Le résultat en découle.

4. Notons (Y, Z) la limite de la suite (Y™, Z") dans I'espace de Banach B2. On veut passer a la
limite terme a terme dans 1’équation

T T
Yt”:§+/ fn(thn,Zf)dr—/ Zrdw,,  0<t<T.
t t

Pour cela notons tout d’abord que

2
0

T T
E[sup |Yt"—m?+]/ Z,?dWT—/ Z, AW, 2] §2H(Y”,Z”)—(Y,Z)H 0.
t€[0,T t t

Il reste & étudier la convergence du terme absolument continu; pour cela notons que

E [ Sup} ) /tT fu(r, Y Z) dr — /tT fr Y., Z,) drr]

tel0,T
T 2

< TE |:/ ‘fn(ra}/rn)Z:'L)_f(Tvi/’r‘aZT)’ d’l":| .
0

Comme (Y™, Z™) converge vers (Y, Z) pour la norme ||.||o, on a convergence de (Y;", Z{") vers
(Yz, Z;) en P@m-—mesure et, d’apres la propriété 4 de la suite ( f,,)n, on en déduit que f, (t, Y/, Z{‘)
converge vers f (t, Y:, Zt) en P ® m—mesure. Comme d’autre part,

£ (6,7, 20| < K (L+ |V + | Z7))

et que ce dernier converge dans M?, on en déduit que la convergence de f, (t,Yt”,Zt”) vers
f (t, Yy, Zt) a lieu également dans M2. Passant a la limite lorsque n — oo, on obtient

T T
Yt:§+/ f(r,Y},Zr)dr—/ Z.dW, — 0<t<T.
t t



5. Montrons que I'application £ est convexe. Soient &', £2 deux v.a. Fp-mesurable, de carré
intégrable et 0 < o < 1. On pose & = af! + (1 — )2 et I'on note (UL, V1), (U2, V?) et (U,V)
les solutions de I'EDSR (3) associées & £, €2 et €. On note enfin U’ = aU! + (1 — a)U? et
V' =aV! 4+ (1 - a)V2 Avec ces notations, nous devons montrer que

Elat'+(1-a)&) =E(§) =Up < € (&) + (1 — )E(&?) = aly + (1 — a)U§ = Uy,

Un calcul élémentaire montre que,
T
Ug:§+/ {ah(r, U, V') + (1 = a)h(r,U, V;?) }dr—/ V! dw,, 0<t<T,
t
et I'on a, par définition,
T T
Ut:§+/ h(r,Ur,VT)dr—/ v, dW,., 0<t<T.
t t

Comme h est convexe en (y, z), on a par définition de U’ et V|
h(r, UL V) < ah(r, ULV + (1= a)h(r, U, V7).

Le théoréme de comparaison donne alors Uy < Uj.

6. On note z = (y,2) et |z| = |y| + |2|. fu(t,z) = inf {f(t,q) + nlz —q|; ¢ € Q*F'}. On a, si
n > K, via la croissance de f, pour tout g € Q9+,

K1+ z]) < -K(1+]ql = [z —q|) < f{t,q) + nlz —ql,
et donc passant a 'infimum
—K (1+|2]) < falt,z) < f(t,2) < K(1+2]) ;

ceci montre que f, est bien définie pour n > K et en donne la croissance. Si (¢, x) est fixé, la
croissance de la suite (f,(t,z)), est immédiate.
Montrons que f, est n-Lipschitz en z uniformément en ¢. Soient ¢, x et 2’ fixés. On a

Vge QU fult,w) < f(t,q) +nlz —q| < ft.q) +n|z’ — g +n|z — 2],

et donc, en prenant U'infimum, f,(¢,x) < f.(¢t,2') + n|z — 2/| ; le résultat s’en suit par symétrie.
Supposons & présent que x, — x. Pour tout n > K, prenons ¢, € Q%! tel que

ftxn) 2 ot zn) = f(E gn) +nl2n — gn| —1/n. (4)
Comme |f(t,z)| < K(1+|z|), la bornitude de la suite (z,,) entraine celle de la suite (g,,) puisque
K (14|z,]) = =K (14|gn|) +nlgn| —nlzn| —1/n,  ie.  (n—K)lgn| < (n+K)|zp|+2K +1/n.
La croissance de f donne a présent la bornitude de la suite (f(¢,¢,)),. On a alors,

lim sup n|x, — g,| < limsup f(t,x,) — f(t,q,) + 1/n < oc.

n—oo n—oo

Par suite, ¢, — z. Comme, d’apres l'inégalité (4), f(t,z,) > fu(t,zn) > f(t,qn) — 1/n, la
continuité de z —— f(¢,x) donne la derniére propriété.



