Chapitre 4

Equations différentielles stochastiques

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord le théoréme d’existence et d’unicité sur les
équations différentielles stochastiques — EDS en abrégé dans la suite du cours — puis nous nous
intéresserons au flot stochastique engendré par une EDS. Nous finirons par la propriété de Markov.

1. Le résultat classique d’It6

1.1. Définitions et notations. On se place toujours sur un espace de probabilité complet,
disons (2, F,P) et on se donne W un MB d-dimensionnel sur cet espace. On considére également
une variable aléatoire Z, de carré intégrable, et indépendante du MB W. On considére la filtration
définie, pour tout ¢ positif, par F; = O’{O’{Z, Wy s <t} U N}

Soit T' un réel strictement positif. On considére deux fonctions b : [0,7] x R* — R" et
o :[0,T] x R* — R4 qui sont mesurables. On cherche & résoudre I'équation différentielle
stochastique :
dXy =b(t, Xy)dt + o(t, X3)dWy, avec, Xo=Z;

comme nous allons le voir par la suite cette équation est & interpréter au sens d’une équation
intégrale, & savoir :
t t
Xy =27 +/ b(r, X, )dr +/ o(r,X)dW,, 0<t<T. (1)
0 0
Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oot s’appelle la matrice de diffusion.
Précisons tout d’abord ce que nous entendons par une solution de I'EDS (1).

Définition 1. Une solution (forte) de PEDS (1), X, est un processus continu tel que :

1. X est progressivement mesurable ;

T
2. Pp.s. / {16(r, X;)| + ||l (r, XT)HQ}dT < 00, ol
0

|o|| = trace(oo™);
t t
3. Pps,ona: X, =2 +/ b(r, X, )dr +/ o(r, X )dW,, 0<t<T.
0 0

On notera S? I'espace de Banach constitué des processus X, progressivement mesurables, tels
que E[supg<, <7 | X¢|?] < oo muni de la norme || X|| := E[supg<, < | X:|?] 1/2, et 82 le sous espace
de S8? formé des processus continus. Notez que deux processus indistinguables sont identifiés et par

abus d’écriture I’espace quotient est noté de la méme fagon.

Nous finissons ce paragraphe en rappelant un résultat élémentaire assez utile pour la suite.



Lemme 2. LEMME DE GRONWALL. Soit g : [0,7] — R une fonction continue telle que, pour
tout t,

¢
g(t) §a+b/ g(s)ds, acR, b>0.
0

Alors, pour tout t, g(t) < aexp(bt).

Remarque. Pour simplifier les calculs déja nombreux, les démonstrations seront effectuées dans le
casn=d=1.

1.2. Existence et unicité. Nous allons établir le résultat suivant, da a Ito :

Théoréme 3. Soient b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante K
telle que, pour tout t € [0,T), z,y € R",

1. condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
bt z) = b(t,y)| + [lo(t.z) —o(t,y)|| < K|z —yl;

2. croissance linéaire : |b(t,z)| + ||o(t, z)|| < K(1+ |z|);

3. E[|Z)?] < .

Alors VEDS (1) posséde une unique solution (& Uindistinguabilité prés). Cette solution appar-
tient @ S? et donc a S2.
Démonstration. La preuve consiste & utiliser la méthode itérative de Picard comme dans le cas
déterministe. Une démonstration s’appuyant sur un argument de point fixe est également possible.

Pour X € 82, posons, pour tout t € [0,T],

t t
O X) =27 +/ b(r, X, )dr —|—/ o(r, X,)dW,.
0 0

Le processus ®(X) est bien défini et est continu si X € S2.
Si X et Y sont deux éléments de S2, comme (a+b)? < 2a?+2b?, on a, pour tout 0 <t < u < T,

2

(), @(¥),[* <2 sup [ o) —otrv)aw,

0<t<u

/Ot (b(r, X,) —b(r, Y,a))dr’2 +2 sup

0<t<u

Utilisant les propriétés de l'intégrale stochastique, il vient :

E[ sup @(X)t_@(Y)tﬂ < ZE[(/Ou]b(r,Xr)—b(r,YT)]drf}

0<t<u

u
+8E [/ Ha(n X,) —o(r, YT>H2d7":| .
0
L’inégalité de Holder donne alors la majoration

1[«:[ sup ]<I>(X)t—c1>(Y)tﬂ < 2TE [/Ou]b(r,Xr)—b(r,Yr)fdr]

0<t<u

+8E Uou o (r, X,) = o(r, YT)Her} .

Comme les fonctions b et o sont Lipschitz en espace, on obtient, pour tout u € [0, T],

u

B[ sup [0~ of*] < 2637 + 98] [ sup |, Vifar] 2)
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De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b+ ¢)? < 3(a® + b% + ¢2),
2 ¢ 2
B(0),)* <322 +3 sup ‘ b(r, 0)dr ,

0

2 t
+ 3 sup ‘/ o(r,0)dW,
0<t<T 0

0<t<T

d’ou l'on tire en utilisant 'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o,

E[o?@ |@(0):]"] < 3(B[2%] + K*T% + 4K°T). (3)

Les estimations (2) et (3) montrent alors que le processus ®(X) appartient & S? dés que X
appartient a S2.

On définit alors par récurrence une suite de processus de S2 en posant
Xo=0, et, X""'=3&(X"), pourn >0.

On obtient trés facilement a 'aide de la formule (2), pour tout n > 0, notant C' a la place de
2K%(T + 4),

B sup X7+ - X7 7] < SB[ s (X7
0<t<T n! 0<t<T

soit encore, notant D le majorant de U'inégalité (3),

crrm

B s - xp ] < D

0<t<T

Il résulte de cette derniére inégalité que

2 <2

n>0 Lt n>0

sup |th+1 - X7

sup |X7H — X
0<t<T

0<t<T

(CT)n/Q
<VvDY L <.
A

Ainsi, la série ) sup, |Xt"Jrl th"| converge P-p.s. et donc, P-p.s., X" converge uniformément
sur [0, 7] vers un processus X continu. De plus X € 82 puisque la convergence a lieu dans S? —
voir I'inégalité précédente. On vérifie trés facilement que X est solution de 'EDS (1) en passant &
la limite dans la définition X"+ = &(X™).

Si X et Y sont deux solutions de 'EDS (1) dans S? alors X = ®(X) et Y = ®(Y). L’inégalité (2)
donne alors, pour tout u € [0, 77,

E{ sup \Xt—y;ﬂ §2K2(T+4)/ E{ sup | X; — Vy[?]dr,
0<t<u 0 0<t<r
et le lemme de Gronwall montre que
IE[ sup |Xt —Ytﬂ =0,

0<t<T

ce qui prouve que X et Y sont indistinguables.

Pour montrer 'unicité des solutions de (1) au sens de la définition 2, nous devons montrer
que toute solution appartient 4 S? c’est a dire, comme toute solution est continue par définition,
appartient a S2.

Pour cela, considérons le temps d’arrét 7, = inf{t € [0,T], |X:| > n} avec la convention

inf ) = 4o00. Si w € 0,¢], on a
UNTy 2
/ b(r, X, )dr )
0

3

2
+ sup
0<u<t

|Xu/\7'n|2 < 3(|Z|2 + sup
0<u<t

UNTp,
/ o(r,X,)dW,
0



Il vient alors,

E| sup [X,[] §3<1E[|22] +1E[(/Otm [b(r, X,)dr)’| +4]E[/0

0<u<tATy,

tATRh

lotr, XT)H2er,

et utilisant la croissance linéaire de b et o, on obtient :

t
E| _su |Xu|2}<3<E[Z|2]+2K2T2+8K2T+(2K2T+8K2)/E[ sup ]Xu]QD.
0

0<u<tAT, 0<u<rAT,
On obtient, en appliquant le lemme de Gronwall, a la fonction ¢t — E [SUPogugt AT |Xu|2}
E[ sup \Xuﬂ < 3(E[|Z|2] +2K2T? + 8K2T) exp{3(2K2T + 8K2)T?,
0<u<T ATy,
et le lemme de Fatou donne

E[ suwp |X,[*] <3(E[|Z]] + 2K°T% + 8KT) exp{3(2K>T + 8K*)T}.
0<u<T

Ceci implique 'unicité des solutions de 'EDS (1).

Cette remarque termine la preuve. O

1.3. Exemples. Donnons deux exemples classiques d’EDS. Le premier est emprunté au monde
de la finance. Le prix d’une action est généralement modélisé par 'EDS :

dSt = St (Mdt + O'th), SO donné;

le paramétre o s’appelle la volatilité et est trés important. On montre facilement a 'aide de la
formule d’It6 que
Sy = Soexp { (1 — 0 /2)t + oW, }.

Considérons a présent 1’équation de Langevin :
dXt = —CXtdt + O'th, X() = X.

L’unique solution X de cette EDS s’appelle le processus d’Ornstein—Ulhenbeck. Posons Y; = X;et.
La formule d’intégration par parties donne

dY; = e?dX; + ce? X, dt = et odW,.

t
On a alors X; = e 'z + / ‘Y adW,. On peut montrer que le processus X est un processus
0

gaussien et donc en particulier que X; est une variable aléatoire gaussienne. Calculons sa moyenne
et sa variance. On a

—2ct
sl—e

t 2 t
E[X:] =e “x, et, Var(X;)= E{(/ ec(‘g_t)adWS) } = 026_26t/ e**ds = o
0 0 2c

2. Propriétés élémentaires du flot

On va travailler ici avec des conditions initiales déterministes ce qui permet de prendre comme
filtration la filtration naturelle du mouvement brownien {F}'},>0. On suppose que les fonctions
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b et o vérifie les hypothéses du théoréme 3 — Lipschitz en espace et croissance linéaire. D’aprés le
résultat précédent, on peut construire pour tout (s,z) € [0,T] x R", la solution de 'EDS

t t
X" =2 —|—/ b(r, X%)dr —|—/ o(r, X%V dW,, s<t<T, 4)

et 'on conviendra que X;"" =z s 0 <t < s.

Dans le cas déterministe, si ¢ = 0, le flot de ’équation différentielle, noté ¢ dans ce cas,
posséde de nombreuses propriétés; en particulier :

1. ;" est Lipschitz en (s,x,t);

e
ERZA

2. pour r < s <, " = :

3. sis <t, x+— ;" est un homéomorphisme de R™.

Dans le cas stochastique, X;*" posséde aussi des propriétés du méme type. Dans le paragraphe
suivant, nous étudierons la continuité de (s, z,t) — X;*", puis le paragraphe suivant sera consacré

a la propriété de composition. Nous n’aborderons pas le point 3; je vous renvoie aux livres de H.
KuniTA [Kun84, Kun90].

2.1. Continuité. Pour démontrer les propriétés de continuité du flot, nous allons utiliser le cri-
tere de Kolmogorov (théoréme 36). Pour cela, nous devons établir des estimations sur les moments
de X;"*. Les démonstrations sont un peu techniques mais ne sont pas difficiles : il s’agit souvent
d’utiliser les inégalités de Holder, de Burkholder-Davis-Gundy — BDG dans la suite — et le lemme
de Gronwall.

Proposition 4. Soit p > 1. Il existe une constante C, dépendant de T et p, telle que :

vse[0,7], veeR", E| sup |X77|"| <C(1+|af") (5)
0<t<T
Démonstration. On fait la preuve dans le cas n =d = 1.

Nous commengons par le cas p > 2. Fixons s et x. Nous notons X; & la place de X;** pour
alléger I’écriture. Dans ce qui suit C est une constante dépendant de p et T dont la valeur peut
changer d’une ligne sur l'autre mais qui ne dépend pas de (s, z).

On a, tout d’abord,
sup |Xy|? < sup [XifP + sup [Xif? < |z[P + sup [Xqf”;
te[0,T] te(0,s] te[s,T) te(s, T
il suffit donc d’établir I'inégalité pour E[supte[sﬂ | X4|P].

Comme nous ne savons pas & priori si cette quantité est finie ou non, on introduit le temps
d’arrét 7, = inf{t € [0,T], |X¢| > n}, et on prend n > |z| de sorte que 7, > s.

L’inégalité (a + b+ ¢)? < 3P~ 1(aP + bP + cP) fournit Pestimation, pour tout u € [s, 17,

UNTp, p UNTp, P
Xunnl? < 3 (et s | [ v0x0a ] s | [T otnxam )
s<u<t s s<u<t s
tATy, P UNTp, P
< 3p—1(|x|p+(/ ’b(r,Xr)‘dr) + sup ‘/ o(r, X,.)dW, )
s s<u<t s

L’inégalité de BDG conduit a :

L )il [ o) ] el o))
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et utilisant 'inégalité de Holder (p/2 > 1), on a, notant p* le conjugué de p et ¢ celui de p/2,

tATH tATy
E{ sup }XUH <C (|xp+TP/P*E{/ |b(r,XT)|pdr} —|—Tp/2qIE[/ |0(7",XT)|pdr})

s<u<ltAT,

De plus, comme b et o sont & croissance linéaire, on a :

tATn tATH tATn
EU |b(r,X7-)|pdr} gKP]EU (1+|X7.|)pdr} < C<1+EU |X,.|Per,

et donc T .
E[/ |b(r, Xr)|pd7"} <C (1 +]E{/ sup Xu|pdr}) ;
s s sSUSrAT,

et la méme inégalité est valable pour le terme en o.

Par suite, on obtient :

t
E[ sup |Xu‘p} <C (1—1— |x\p+/ IE[ sup |Xup} dr) ,

s<uU<tAT, s<UrAT,

ot C ne dépend pas de n. Le lemme de Gronwall donne alors, pour tout n,

E[SuPsgugT/\rn Xu’p} < C(l + \:1:|”).

On fait tendre n vers 'infini et on applique le lemme de Fatou pour avoir :
]E[SUPsgugT ’Xu’p} < C(l + \:v|p),

ce qui termine la preuve dans le cas p > 2.

Si maintenant 1 < p < 2 alors 2p > 2 et I'inégalité de Holder donne

1/2
E[ swp |X,["] < (E[ sup IXulz”]) <OV (14 |a)) 2,
s<u<T s<u<T

ce qui conduit &, notant que va + b < y/a + Vb,

E[ swp [X,["] V(14 [ap?).
s<u<T

Cette derniére inégalité termine la preuve de cette proposition.

O

Nous savons & présent que la solution de 'EDS a des moments de tout ordre ; nous montrons

une estimation du méme type pour les moments des accroissements de X.

Proposition 5. Soit 2 < p < oo. Il existe une constante C' telle que, pour tout (s,x),(s',2’)

appartenant & [0,T] x R™,

E[ swp [Xi* = X < Ole =o'l 4 1s = 1P (14 1)).
0<t<T

Démonstration. Fixons (s,x) et (s',2’). Trivialement,
’ ’ ! ’ ’ !
ST s,z |p p—1 5, S, |p s,z s,z |p
X907 = X7 P < 2PTHIXDT - X0 P X X700
de sorte que nous montrons I'inégalité pour chacun des deux termes précédents.

6
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Commengons par le premier, |X;"* — X;** [P. 1 est inutile de prendre un temps d’arrét car la
proposition précédente nous dit que l'espérance du sup en ¢ est fini. On a

!’ ’ !
s, T s,z |p S,T s,z |p s,T s,z |p
sup | X7 —X)T P < sup | XX P+ osup | X - X0 P
te[0,T] te[0,s] tels,T)

de sorte que

sup | X = XPT P < fr - P 4 sup X7 - XPTP
te[0,T] te(s,T)

par suite, on s’intéresse seulement au second membre de cette inégalité.

Pour tout w € [s,T], on a :

t
’ ’ p
xem - xe < v (e e ([ ) - ot xear)

)

Les inégalités de BDG et de Holder conduisent a l'inégalité, notant p* le conjugué de p :

+ sup
uE([s,t]

/ (o(r, X3%) — o(r, X% ))dW,

S

t
E[ sup |X;vx_x;jvf’|p} < C(|a:—x'|p+T”/p*E[/ \b(r,X:’x)—b(T,X‘:’x/)‘pdT}

u€E[s,t]
—I—E[(/t lo(r, X3*) = o(r, Xf’xl)|2d7“)p/2}>.

Utilisant une fois encore 'inégalité de Holder, on obtient, notant ¢ le conjugué de p/2,

t 12 p/2 2 t NI )
E (/ |o(r, X57) = o(r, X5)] dr) < TP/%E / o (r, X5%) — o(r, X2 )[Pdr|
b et o étant Lipschitz, 'inégalité précédente donne

¢
IE[ sup | X% — Xj’mlﬂ < C(Jj —a'|P —|—/ E[ sup |X;° — X{j’xlﬂ dr).
u€l[s,t] s u€ls,r]

Le lemme de Gronwall donne alors — en changeant C' -

E[ sup |X5¢ — X;w’v’} < Cle — 2P
u€[s, T

’ ’ !
Il reste a étudier le terme E[sup, |X;"* — X;** |P]. On suppose, sans perte de généralité, que
s < s’ et on coupe en trois morceaux i.e.

1 !’ 1 I ! !’ ’ 1 / !’ !’ !
s,T sz’ p s,T sz’ p s, T shx'p s, T sz p
sup X0 — X0 P < osup | XU - X0 P4 osup [ X - XU P+ osup [ XU - X0 P
te[0,T] te(0,s] te(s,s’] tels’, T

d’ou 'on déduit que

! / ’ ’ / ! !
s,z s,z |p s,z _p s,z sL,z'|p
sup |X; X; 7P < osup |X '[P+ sup X X0 P
te[0,T] t€(s,s’] te[s!,T]

Pour le premier terme du membre de droite de I'inégalité précédente, on a,

E[ sup |th’x, - x'|p} < ort (E[(/S, |b(r, Xf"’”/)’dr)p} —HE[ sup /t o(r, X5 )dW,

te(s,s’] te(s,s’]

7
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L’inégalité de Holder et la majoration (5) (proposition 4) donnent, utilisant la croissance linéaire
de b,

E[(/s ’b(r,Xﬁ’x/)’dr)p} < (s’—s)pE{ sup ‘b(u,XZ’”I)’p} < OTP|s — 8'|P/2(1 + |2'|P).

u€ls,s’]

D’autre part, I'inégalité de BDG, donne

]

’

]EK/: |0(T,Xf’”/)’2dr)p/2]

(s’ —s)p/QE[ sup |0(u,X§’m/)|p],

u€ls,s’]

IN

t
/ o(r, X5 )dW,
S

]E[ sup
te(s,s’]

IN

et, via la croissance de o et 'estimation (5), on obtient

t
E[ sup / o(r, X2 )dW, p} < Ols—§'P2(1+]2'|P).
te(s,s’] s
Finalement,
B[ sup [X07 - X[ < Cls— P21+ 2P, 4
te[s,s’]

Etudions pour finir le terme E[sup, ¢y \th’m/ - Xf/’ml|p]. Remarquons que, pour t € [/, T7,
t

t
X = X5 +/ b(r,Xﬁ’wl)drnt/ o(r, X2 )dW,,

’ s’
t

t
X o oy / b(r, X5 Y + / o(r, X5 VW,

On a done, pour tout u € [¢/,1],
’ 0 ! t ’ ! p
|xo® - X P < 3P—1<|X;;x —a|P + (/ [b(r, X27) = b, X5 ar)
S/
P
)
et un calcul désormais familier, utilisant les inégalités de Holder, et de BDG, conduit &, via la

majoration (7) et le fait que b et o sont Lipschitz,

t
+ sup ’/ (J(T,XTS@')fa(r,Xﬁ,’zl))dWr

u€[s’,t]

t
E[ sup | X5 fxg’@'\”} < 0<ss'|P/2(1+|x’|p) +E[/ | x5 X:”z’;per
u€[s’,t] s’
t
< C(s —§'[P2(1 + |2'|P) +E[/ sup |Xj’””/ - qu/’zl|pdr}).
s u€ls’,r]

Le lemme de Gronwall appliqué & r — sup,¢c(y |X7j”’/ — Xj/"’”/ |p donne alors

IE{ sup |Xfﬁ, — Xj/’“”/’p} < Cls—s[P2(1+2'P),

u€[s’,t]

ce qui termine la preuve.



Corollaire 6. Il existe une modification du processus X telle que Uapplication de [0,T] x R™ a
valeurs dans 82, (s,x) — (t — X,*) soit continue.

En particulier, (s,z,t) — X" est continue.

Démonstration. C’est une application directe de I’estimation précédente — valable pour tout p > 2
et du critére de Kolmogorov (théoréme 36) vu au chapitre 1. O

Remarque. 11 est important de remarquer que le corollaire précédent implique en particulier que,
P-p.s., pour tout (s, z,t), 'équation (4) est valable.

Nous terminons ce paragraphe en précisant la régularité du flot généré par 'EDS.

Proposition 7. Soit 2 < p < co. Il existe une constante C telle que, pour tout (s,x,t), (s',2',t'),
Eﬂxj“_xjﬂf}gcox—fw+(Luﬂwxb—ywﬂ+u—ﬂwﬂn. (8)

En particulier, les trajectoires (s,x,t) — X[ sont hdolderiennes (localement en ) de para-
metre B en s, a en x et B ent pour tout § < 1/2 et a < 1.

Démonstration. La régularité des trajectoires résulte du critére de Kolmogorov et de 'estimation
que nous allons montrer rapidement.

On a : ’ ! ’ ’ ’ ! ! ’
| X0 = X0 <X = X0+ X0 = X0,
Comme (a+0b)? < 2P~1(aP+bP), il suffit d’établir 'estimation pour le second terme du majorant

— le premier relevant de 'estimation (6) de la proposition 5. On suppose alors que t < t'; trois cas
se présentent : ¢t < ¢’ < ¢ (trivial), t < s’ < t' et & <t < t'. Notons que le second cas se rameéne

au troisiéme puisque, si t < ¢’ < ¢/, X" = X" et [t —t/| > |t' — s'|. On suppose donc que
s’ <t<t.On a alors

t’ t’
m@fﬁ@:/b@mww+/bmmwmw
t t

et on doit estimer

E[(/tt/ |b(r, Xﬁ/’wl)’d?")p], et, EH /tt/ o(r, Xf/’w/)dr‘p]

Or, d’aprés un calcul déja effectué lors de la démonstration de la proposition 5 — voir page 8
~ chacun des deux termes précédents est majoré par C|t — ¢/[P/2(1 + |2'|P) ce qui termine la
démonstration. O

2.2. Propriété de Markov. Nous allons établir la propriété de Markov pour les solutions de
I'EDS (4) comme conséquence de la propriété de flot.

Proposition 8. Soit x € R"; soient 0 <r <s<t. On a
X" = Xf’X?m, P-p.s.
Démonstration. C’est la remarque 2.1 qui fournit le résultat. En effet, P—p.s.
t t
Vs, y,t, XY = y+/ b(u, Xj’y)du—&—/ o(u, X3Y)dW,.
S S
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Il vient alors, P—p.s.,

t t
v,  XPXT o xre g / b, X2 Ydu + / o (u, X2V aw,.

On remarque que X" est aussi solution de cette derniére EDS sur [s,T] puisque

t t
X[ x+ / b(u, X1%)du + / o (u, X*)dW,

¢ ¢
X;’$+/ b(u,XZ’ﬂdu—i—/ o(u, X%)dW,.

L’unicité des solutions d'une EDS a coefficients Lipschitz donne alors — en fait a 'indistingua-
5, X007

bilité pres sur [s,T] — X;"* = X, . O
Remarque. En fait, par continuité, I'égalité X;* = th’X:I a lieu pour tout x et pour tout 0 <
r < s <t <T en dehors d'un ensemble P-négligeable.

Nous allons a présent établir la propriété de Markov. Rappelons qu'un processus X est marko-
vien s’il ne dépend du passé que par 'intermédiaire du présent. Mathématiquement cela conduit &
la définition suivante :

Définition 9. PROPRIETE DE MARKOV. Soit X un processus progressivement mesurable par
rapport & la filtration {F;};>0. On dit que X posséde la propriété de Markov par rapport a
{Fi}+>0 si, pour toute fonction borélienne bornée f, et pour tout s <¢, on a

E(f(Xy) | Fs) =E(f(X2) | X), P-p.s.
Montrons la propriété de Markov pour les solutions de I'EDS (4) par rapport a la tribu du
mouvement brownien W.
Théoréme 10. Soient x € R™ et s € [0,T]. (X)) c,cp
a la filtration du MB et si f est mesurable et bornée alors, pour s < r < t,

E(f(X77) | Fr) = MX2") Pp.s.

est un processus de Markov par rapport

avec A(y) = E[f(X{Y)].
Démonstration. Soient 0 < s < r <t < T. D’aprés la propriété du flot, on a th’m = XtT’Xf’w. De
plus, nous démontrerons au chapitre 5 — ou alors voir par exemple |[Fri75] — que X;*¥ est mesurable
par rapport a la tribu des accroissements du mouvement brownien o{W, 1, — W,, u € [0,t — r]}.
Donc,
X:"y = @(y,Wr_,_u W0 <u<t— 7’),
ot ® est mesurable. Par suite,
X3 = X7 = (X5 Wy — W0 <u < t—r).

Pour conclure, il faut encore remarquer que X;** est F,—mesurable et noter que F, est indé-

pendante de la tribu o{W, 1, — W, u € [0,£ —7]}. On a alors

B(IOG) | F) = B(H{R(G" W~ W0 Sus<i—n)} | 7,)

= E[f{@(y, Witu = Wp0<u St—?“)}:| |y:Xs’z

y=X7

= E[f(th)h
_A(X).

Ce qui montre la propriété annoncée. O
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On peut également montrer que, si g est mesurable et, par exemple bornée,
T
E(/ g(u, X2 )du ’ .7-',,) =T(r, X2"),
-

ou I'(r,y) = E[fTT g(u,X&’y)du].

Remarque. Sib et o ne dépendent pas du temps — on dit que 'EDS est autonome — on peut montrer
. s,x N . 0,$
que la loi de X, est la méme que la loi de X,,. On a alors :

E(f(X;%) | o) = E[F(XP5)],_xee
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Chapitre 5

Le cadre markovien

Nous considérons ici des EDSR « markoviennes » : il s’agit d’'un cadre trés spécifique dans
lequel la dépendance de la condition terminale et du générateur de PEDSR dans l'aléat w se fait
au travers de la solution d’une EDS. Nous verrons que la propriété de Markov pour les EDS se
transfére aux EDSR ; d’ou le nom du chapitre.

1. Le modéle

1.1. Hypothéses et notations. La donnée de base est toujours un espace probabilisé com-
plet (2, F,P) sur lequel est défini un mouvement brownien W d-dimensionnel. La filtration {F; }+>0
est la filtration naturelle de W augmentée de sorte que les conditions habituelles sont satisfaites.

On considére deux fonctions b : [0,7] x R® — R" et o : [0,7] x R®" — R™*4 continues. On
suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout ¢, pour tout =, ' de R,

L |b(t,z) = b(t,2")| + ||o(t,z) — o(t,2")|| < K|z — 2/

2. |b(t,2)| + [Jo(t, 2)| < K(1+|x]).

Sous ces hypothéses, on peut construire, étant donnés un réel ¢t € [0, T et une variable aléatoire
0 € L2(F,), {X %} i<u<r la solution de 'EDS

u U
X0 = 9+/ b(r, Xﬁ"g)dr—i—/ o(r,XL%)dw,, t<u<T; (1)
t t

on convient, que si 0 < u < t, X4 = E( | F,). Les propriétés de {X:?},<,<7 ont été étudiées au
Chapitre 4 surtout dans le cas § = z € R".

Considérons aussi deux fonctions continues g : R¥ — RF et f : [0, 7] x R™ x RF x Rk*d — RF,
Nous supposons que f et g vérifient les hypothéses suivantes : il existe deux réels p et p > 1 tels
que, pour tout (¢,z,y,y’, z,2'),

L. (y - yl> : (f(t7337y7 Z) - f(t7$7y/7 Z)) < ,LL|y - y/|2 3

2. |f(t,x,y,z) - f(tvxay7zl)| < K”Z - Z/H )

3. |g(@)| + | £t 2y, 2)| < K(1+ [z]P + |y| + [|2]]).

Sous ces hypothéses, si § appartient & L?(F;), on peut résoudre 'EDSR

T T
Vil = g(x7%) + / fr, X00 Y00, 200 ) dr — / Zp0aw,,  0<u<T. (2)
u u
Dans tout ce chapitre, nous supposerons que les hypothéses précédentes sur les coefficients b,
o, f et g sont satisfaites. Parfois, nous ferons une hypothése plus forte sur f et g en supposant
que g est K—Lipschitz et que f est K—Lipschitz en x uniformément en (¢,y, z). Dans ce cas, p = 1.
Nous désignerons cette hypothése par (Lip).



1.2. Premiéres propriétés.

Rappels sur les EDS. Rappelons tout d’abord quelques propriétés des EDS que nous avons
établies lors du Chapitre 4. Nous commengons par des estimations dans L9 avec g > 2.

La premiére chose a signaler est que le théoréme d’It6 sur les EDS (Théoréme 3) garantit
I'existence et 'unicité de {Xf;e}gguST. De plus, il existe une constante C telle que, pour tout
tel0,T] et 0 € Lq(]-'t),

E {SupOSuST yxfﬂq} <C(1+E[0]]), E [SupOSUST ‘Xf;” - Xfﬁ’(q} < CE[lo-0')7).
Dans le méme esprit, on a

t,x t',z'
E |:Sup0§u§T ‘Xu - X,

Neo{le—a1m+ie—v12(1+ 12}

Notons si z € R™ et u > t, A(w,t,z,u) = X,*(w). On est naturellement amené a comparer
deux objets : A(w, t,0(w), u) d'une part et X>%(w) d’autre part. Nous avons vu au Chapitre 4 que
P-p.s.,

Aw,t,0(w),u) = X (w), t<u<T.

L’EDSR (2). Nous donnons deux propriétés élémentaires de I’équation (2).

Proposition 1. Si § € L?’(F,), U'EDSR (2) posséde une unique solution (vérifiant Z € M?2),

{(vr?, thfe)}ogugT' Il existe une constante C' telle que, pour tout t, pour tout 6 € L*(F,),

T
E [ sup |Y1f’ef2 +/ HZ,E’0||2d7"1 <CA+E[6]7]).
0<u<T 0

Démonstration. Commengons par écrire I’équation (2) sous la forme d’une EDSR telle que nous
les avons étudiées dans les deux chapitres précédents. Pour cela, on résout d’abord 'EDS (1), puis
on définit

E=g(XE"),  flw,ryz) = f(r X0 (w),y,2).

Avec ces notations, I’équation (2) n’est rien d’autre que 'EDSR

T T
Y, :§+/ f(r,Yr,Z,«)dr—/ Z.dW,., 0<u<T.
u t

Pour la premiére partie de la proposition, il suffit de montrer, vues les hypothéses du chapitre, que
¢ est de carré intégrable et qu’il en va de méme pour le processus {f(r,0,0)},. Mais, d’aprés la
croissance de g et f, on a

Vr € [OvT]v |g‘ + |f(7",0,0)| S K (1 + SupOSuST |X7t1,0|p) 5

le résultat s’en suit immédiatement puisque, comme 6 € L%, il en est de méme de SUPo<y<T ‘X;
d’aprés le rappel sur les EDS.

’l

Pour établir la majoration, on utilise les estimations & priori du Chapitre 3 cf. Proposition 1,
sia=2u+2K2?,

0<u<

T
El sup Yo'+ [ |22 ar
T 0

T
< C(1+D)elTE UQ(X%G)\Z + / |7(r. Xf’9,070)|2d7“] :
0

2



ce qui compte tenu de la croissance de f et g donne

E

T
sup [V10[" + / ||zr9||2dr] < C(1+E [swppeuer [X1°] 7)),
0<u<T 0 - -

et par suite, pour une autre constante C,

sc(1+E[|9\2PD,

T
E l sup |Y1f’9‘2 +/ HZ,'E’QHQdT
0<u<lT 0
ce que 'on voulait établir. O

Remarque. En particulier, lorsque 6 est constante égale & x, on a

T
E| sup |Yj’x|2+/ |26 ar| < € (1+1a?).
0

0<u<T

Proposition 2. Si 6,, converge vers 0 dans L?P(F;), alors

E

T
sup |qu’9 — Yj’9"|2 +/ HZﬁ’e — Z,IE’G"H2 dr] — 0, st m — 00.
0<u<T 0

De plus, sous Uhypotheése (Lip), on a, si 6 et §' sont Fy—mesurables et de carré intégrable,

2T 2
El sup |Y - v +/ |z00 =22 | ar| < cE 9 -0
0

0<u<T

Démonstration. Le point de départ est encore une fois les estimations & priori cf. Corollaire 2. On
a donc, si 0 et ¢’ sont deux éléments de L% (F;), notant o = 2u + 2K2, un controle de

’ 2 T ! 2
E| sup ’Y;ﬂ—yjﬂ‘ +/ Hzﬁﬂ—z;iv@ H dr]
0

0<u<T

le|T

par la quantité, a la constante multiplicative Cy, (14 T')e prés,

/12 T , 2
E“g(x;e)—g(x;")\ [ roxee vz - proxe v 210)| dr].
0

Sous I’hypothése (Lip), cette derniére s’estime facilement ; on obtient comme majorant, C, C’
désignant deux constantes dépendant de T, u, K,

12
C’E[ sup ‘Xf:‘g—Xjf”’ ‘ } gcz&ﬂe-eﬂ,
o<r<T

d’aprés les résultats sur les EDS.

En labsence de I'hypothése (Lip), on doit montrer que 'on conserve la convergence vers 0 si
on prend 0’ = 0,, avec 6, — 0 dans L?P. Les estimations sur les EDS donnent,

E { sup | XL — Xﬁ’9"|2p} <CE [|9 - 9n|2p} —0; (3)
0<r<T

3



ceci fournit la convergence en probabilité de g(X%e") vers g(X%e) par continuité de g ainsi que la
convergence en P ® m—mesure de

Fr, X0 Y10 Z00) vers f(r, X120 Y10, Z00)

vue la continuité de f. Il reste donc & établir I’équi-intégrabilité. Pour cela il suffit de noter que la
croissance de f et g conduit a I'inégalité

(i) o v+ 2] )

+ (X0 Y 200 < K (1 + sup |X[On

0<r<T

et le dernier majorant converge dans L? essentiellement en vertu de (3). Le résultat s’en suit
directement. O

2. La propriété de Markov
Dans ce paragraphe, nous allons établir que la propriété de Markov des solutions d’EDS se
transfére aux solutions d’EDSR. Cette propriété est importante pour les applications aux EDP.

Nous commengons par montrer que Y,’f’x est une quantité déterministe. Introduisons une nouvelle
notation : si t <wu, Fl = o (N, W, =W, t <r <) .

Proposition 3. Soit (t,z) € [0, T]xR"™. {(X/*, V", )}, <r est adapté par rapport a la filtration
{fﬁ}t<u<T, En particulier, Y;t’m est déterministe.

On peut choisir une version de {ZY"}, . - adapté par rapport a la filtration {FL}, o, <r-
Démonstration. Considérons le processus { B, },>0 définie par B, = Wy, — W, et notons {G, },
sa filtration naturelle augmentée. B est un mouvement brownien et on a de plus G, = Ff,,,.

Soit {X, fo<u<r—t la solution {G, },—adaptée de 'EDS

u u
Xu:er/ b(t+7’,Xr)dT+/ o(t+r, X, )dB,, 0<u<T—t.
0 0
En particulier, pour tout v € [t,T], on a

v—t v—t
Xp_t = J;—i—/ b(t + r, XT)dr—I—/ o(t+r X, )dB,.
0 0

Dans les deux intégrales, on fait le changement de variables s = r +¢ pour obtenir — le changement
dans l'intégrale stochastique sera justifiée a la fin de la preuve —

/Ov_t b(t+r, X, )dr = /U b(s, Xs—¢)ds, /Ov_t ot+r X, )dB, = /U o(s, Xs—t)dWs,
t t
et par suite,
Xpt=x+ /v b(s, Xs—t)ds + /U o (s, Xs—t)dWs, t<v<T:;
t t
on a, d’autre part, par définition du processus X%,

Xht =g —|—/ b(s, X1")ds —|—/ o(s, XH")dW, t<ov<T.
¢ t

L’EDS de coefficients b, o et de condition initiale z en ¢ posséde deux solutions : X, _; et X5®.
Par unicité des solutions d’EDS & coefficients Lipschitz, ces deux processus sont indistinguables :

4



P-p.s., Yo € [t,T], X,_y = X5*. En particulier, X’* est mesurable par rapport & G,_; puisqu’il
en est ainsi pour X, 4. Or G,_, = FL.

Le résultat pour les EDSR se déduit de celui que nous venons d’établir pour les EDS. En effet,
on consideére la solution {(Yy, Zu)}o<u<r—t, Gu—adaptée de TEDSR

T—t T—t
Y. = 9(Xr—4) —|—/ ft+r, XY, Z)dr — / Z,dB,., 0<u<T—t,

u

soit encore
T—t T—t

f(tJrT,Xr,Yr,Zr)drf/ Z,.dB,, t<v<T.

Yoot = g(X7—¢) + /

—t v—t

On effectue le changement de variables s =t + r dans les deux intégrales, pour obtenir

T T
Yv—t = g(XT—t) +/ f(SaXs—ta Y’s—ta Zs—t)ds - / Zs—tdWs> t S v S T.

Il s’en suit que {Yv_t,Zv_t}ve[t’T] est solution sur [t,T] de 'EDSR (2) pour § = =z puisque

nous savons déja que X, _; = X5%. L’unicité des solutions des EDSR donne, dans 82 x M2,
Yort, Zo—t}oepr) = Y5, Zt"”}ve[t 7] et la mesurabilité recherchée puisque {YU ty Ly t}ve[t ]

est adapté par rapport a G, = FL.

Pour étre tout a fait complet, justifions le changement de variables dans les intégrales stochas-
tiques i.e. si {h(r)}o<r<r—t est un processus de carré intégrable et G,—adapté,

u t+u
/ h(r)dB, = / h(s —t)dWs, 0<u<T—t,
0 ¢

ot rappelons-le B, = Wi, — W;. Le résultat est immédiat si h(r) = ha1j,4(r) avec h, une v.a.
bornée, G,—mesurable. En effet, on a

/ h(’l")dB,,« = ha (Bu/\b - Bu/\a) = ha (Wt—i-u/\b - Wt+u/\a) )
0

et aussi, comme G, C Fiiq ,

/ h(s —t)dW, = / Lisae40[(8)AWs = ha (Witruyne+s) — Wittwa(t+a)) -
t

Par linéarité, le résultat est valable pour tous les processus simples. Si maintenant, A est un
processus de carré intégrable et G,—adapté, il existe une suite processus simples h.,, G,—adaptés,
tels que

E

/ ) |hn(r)—h(r)|2dr1 _o
0

On en déduit immédiatement que

E VT (s — 1) —h(s—t)|2ds] 0.

Comme G; C Fits, {hn(s—1)}s et par suite {h(s—1t)}s sont Fy—progressivement mesurables. Pour
finir, il suffit de noter que, d’une part

2
El sup

0<u<T—t

/ " (ha(r) — h(r)) dB,

<A4E VO ) \h () — B(r)|* dr



et que d’autre part

u 2 T
E l sup / (hn(s — ) — h(s — 1)) dW,| | <AE / (s — £) — h(s — £)[2ds | ,
t<u<T |Jt t
ce qui achéve la démonstration de cette proposition. O

Puisque nous savons que Ytt’w est une quantité déterministe, on peut définir une fonction en
posant,
Y(t,z) € [0,T] x R™, u(t,x) == Ytt’x.

Commengons par étudier la croissance et la continuité de cette fonction.

Proposition 4. La fonction u est continue et a croissance polynomiale. On a
Wto) € [0.T) X RY,  Jult,2)| < C(1+ o).
Sous Uhypotheése (Lip), la fonction u vérifie de plus, pour tout (t,z), (t',2'),

fu(t, z) = u(t',2) < € (Jo = @'+t = ¢/ (14 Ja]))

Démonstration. La croissance de la fonction u a déja été notée lors de la Remarque 1.2. Montrons
la continuité. C' désigne une constante dépendant de K et T qui peut changer au cours du texte.
Soient (t,x) et (t',2") deux points de [0,7] x R™. On a

u(t',x’) —u(t,z) = Ytt/’,r’ . Y;t’z - {Ytt/’,r’ . Y;t,z:| —-F |:Yti;’,m’ - Ytt/,:c} +E [Ytt/,r . Ytt,:c] :

sit >t — on procéde de méme si t < t' —,

y?ﬂ:zzyj@_+u/

t

t t
P X5 Y5, 26%) dr — / 2t aw,,

t/
et par suite, on obtient, a ’aide de I'inégalité de Holder,
2

t
E[vi - vie]? = ’IE [ / f(r,Xﬁ’x,YTt’ﬂZﬁ’”)dr}

’

IN

T

It —t| E V ]f(r,Xﬁ*f”,Y,f*””,Zﬁ*””)f dr] :
0

Or, utilisant la croissance de f, on obtient,

E

0<r<T

T
/ |f(r7Xf’x,YTt’x,Z,’f’”’)|2dr1 < CE
0

T
14 sup {}Xﬁv”\2p+{lﬁt’“|2}+/ HZ,E’”CHer]
0

IN

C(1+|z).

t'a’ t,x 2 t!x’ t,x
E Y;i’ - Y;f/ Yr = Y'r‘)

D’autre part, on a,

2
}, et les estimations &

2
dr

<E |:Supr€[0,T]

priori fournissent

T
OB o)~ (55| + [ [ X1 w0 2) = g X0 v 20)
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comme majorant. Notons A(t, z,t',z') cette quantité (sans la constante multiplicative). Nous ve-
nons de montrer que

lu(t',2") — u(t,z)|2 <O (At t,2)+ |t =t (1+ |z*P)). (4)

Sous I'hypothése (Lip), nous avons p = 1 et, de plus,

A(t,z,t',2") < CE { sup ’Xﬁ'@' — Xb®
0<r<T

2
| <cla=wPrie-viaier),

d’aprés la Proposition 5.

Dans le cas général, soit {(t,, Tn)}n une suite de points de [0,7] x R™ convergeant vers (¢, x).
On prend (t',2") = (tn, ) dans Uinégalité (4); il suffit de montrer que A,, = A(t, z,t,, z,) tend
vers 0 quand n — oo. Or, d’aprés la Proposition 5, on a, pour tout ¢ > 1,

sup |Xﬁ’$ _ X"t’nymn
0<r<T

— 0, dans LY.

La continuité de g et f donnent alors g(XtT"’z") — g(X;x) en probabilité et
f(r, DG AN Zﬁm) — f(r7 Xhr yht Zf,r) en P ® m—mesure.

Pour conclure, nous devons établir I’équi-intégrabilité des carrés. Mais cela résulte simplement de
I'inégalité

necaly

£ (r Xt Y07, 2 <c(1+ s X0 s (1 +szu)
o<r<T 0<r

puisque comme déja dit supg<,<r | XIn%n| converge dans tous les LY. O
A Tlaide de cette fonction, nous pouvons établir la propriété de Markov pour les EDSR.
Théoréme 5. Soient t € [0,T] et 0 € L*?(F;). On a :

P-p.s. Vi = u(t,0) =Y 0.

Démonstration. Supposons tout d’abord que 6 soit une variable aléatoire étagée : 0 = 22:1 xila,
ou (4; )1<,<l est une partition F;—mesurable de Q et x; € R™ pour tout ¢ = 1,...,l. Notons
(XL Y[ ZE) a la place de (X%, Y5, Z8%) . p. On a alors, pour t <r < T,

o<r<T T

o , o . ' _
X! _Ziuix,ﬁ, v} _ZilAiY:, zt _ZilAiZﬁ.
En effet, par définition, pour tout i, si r > t,
X, =uz —|—/ b(u,X;)du—l—/ o(u, X, )dW,,
¢ ¢

et, en multipliant par 14, et faisant la somme sur ¢, on obtient — les indicatrices rentrent & l'intérieur
de l'intégrale stochastique puisque A4; € F; —

ZilAin;=0+/ZlAqu du+/ZlAauX VAW,

oronay.14,H(T;)=H (Y ,14,T;). Il Sen suit que

Zi1AiX};=9+/ b(u ZlAXZ)dqu/ o(u, Y 14, XL) W

t
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Par unicité des solutions d’EDS a coefficients Lipschitz, on a

Pps, Vt<r<T, XM= 14X

De la méme fagon, on a, pour tout ¢, sit <r < T,

T T
Y = g(X%) +/ flu, X0, Y. Z) du—/ ZhdW,,
T T

et multipliant par 14, et faisant la somme sur ¢, on montre, utilisant la relation déja établie pour
la diffusion que (3,14, Y,",>", 14, Z) est solution sur [t,T] de PTEDSR

T T
Yr’:g(Xéle)Jr/ fu, X510 Y., Z)) duf/ Z! dW,

T T

dont (Y,"?, ZL?) est également solution par définition. L’unicité des solutions des EDSR donnent
Pps., V<r<T, Y=Y 1,Y,  Z=> 142, P@m-pp. suQx[tT]

En particulier, pour » = ¢, on a, revenant aux notations de départ,
t,0 3 t,x;
Pps. V=3 14 ¥ =Y 14V =Y taulte) =u (t, > 1, x) = u(t,0).

Avant de traiter le cas général, examinons ce qui se passe sous 'hypothése (Lip). Considé-
rons une suite de v.a. 6,,, Fi—étagées, qui converge vers 6 dans L2(F;). La Proposition 2 fournit
I’estimation

E “Ytt,en _ Yttﬂﬂ < CE[6, — 0]
et, d’aprés la Proposition 4, u(t,-) est Lipschitzienne ce qui implique que
E [|u(t, 0,) — u(t,e)ﬂ <CE[|0, - 07].
Or d’aprés 1'étape précédente, pour tout entier n, u(t,6,) = Y;t’g" ; on en déduit directement que

u(t,0) =Y’ Pp.s.

Dans le cas général, considérons une suite de v.a. 0,,, Fi—étagées, qui converge vers 6 dans
L??(F,). La Proposition 2 entraine toujours que

t,0n, t,0 .
Y, — Y, dans L%,  sin — oo,

et, de plus, la continuité de 'application (¢, -) implique, en particulier, la convergence de u(t, 6,,)
vers u(t,d) en probabilité. La Remarque 1.2 montre que |u(t, z)| est majoré par C(1 + |z[?). Par
suite,

ju(t,0,) < € (14 16a)
ce qui montre que (|u(t, Gn)|2) est une suite équi-intégrable ; donc u(t,,,) vers u(t,6) en proba-
bilité et dans L2. Comme u(t, ,) = Ytt’a", P-p.s., on obtient u(t,6) = Yf’g, P-p.s. O
Corollaire 6. Soient t € [0,T] et 6 € L?P(F;). Alors, on a, P-p.s.,

Vs € [t,T), YV = (s, X50).

S



Démonstration. Fixons (t,0) € [0,T] x L?(F;) et prenons s € [t,T]. On a d’aprés le théoréme
précédent,
s,X;”B

P-p.s., Ys = u(s, XbY).

s, X0 s xt? . R
Or {(YT s 7y )} est solution sur [s,T] de 'EDSR

)

s, Xt T s, X5 T
Y, :g(XT’ : )+/ f(r,X,n : ,YT,ZT) dr—/ Z.dW,, s<u<T.
Or, par unicité des solutions sur [s,7T] de 'EDS,
T T
X, = x4’ +/ b(u7Xu)du+/ o(u, X,,) dW,,

on obtient facilement
5,X50

P-p.s., vr € [s, T, X = X4

s,X?e s,Xz’e

Par conséquent, {(Yr Iy )} et {(Yrt’a,Zﬁ*G)}T sont deux solutions sur [s,7T] de

I'EDSR

T T

Yu:g(X;9)+/ f(r,Xf:e,Yr,Zr)dr—/ Z,dW,, s<u<T.

u u

L’unicité des solutions de cette EDSR donne en particulier

s,X;’e

Pps., Y=Y =u(s, X0,

Ceci est valable pour tout s € [¢,T]; comme les deux processus {Yst’e}s et {u(s,Xg’e)}s sont
continus via la continuité de u, on obtient le résultat.

Remarque. On utilise souvent ce résultat avec 6 constante égale a x. Cette propriété de Markowv,
Yi* = u(s, X1*), joue un role important lorsque I'on tente de construire la solution d’une EDP a
I’aide d’'une EDSR : nous le verrons plus loin.

3. Formule de Feynman-Kac

Nous finissons ce chapitre en faisant un lien entre les EDSR et les EDP. Au paragraphe précé-
dent, nous avons vu que Y,>* = u(r, X*) ol u est une fonction déterministe ; nous allons voir que
u est solution d’une équation aux dérivées partielles — EDP. Nous notons £ l'opérateur différentiel
du second ordre suivant : pour h réguliére

Lh(t,x) = %trace(ao*(t,x)D2h(t,x)) +b(t,x) - Vh(t,x)

_ % S (00%), ;(8.2) Day bt 2) + S bilt,2) (1, 2).

i,j=1 i=1

En ce qui concerne les notations, si h est une fonction de ¢ et x nous notons 9;h ou h' la dérivée
partielle en temps, Vh le gradient en espace (vecteur colonne) et Dh = (Vh)", D?h la matrice des
dérivées secondes.

Nous supposerons également que le processus Y est réel c’est a dire que k = 1. Z est donc une
ligne de dimension d (celle du brownien). En résumé, f: [0,7] x R” x R x R1*4 — R,

L'objectif de ce paragraphe est d’établir des relations entre {Y»*, ZL*},_ . solution de
I'EDSR o

T T
Y= g(Xp") + / F o Xy®, Y0 ", 2,7) du — / 2y dW,,  0<r<T, (5)
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ol {Xﬁ’w}ogrgT est la solution de I’EDS — avec la convention X =z si 0 <r <t -

xpr=wt [bxidus [Cofuxi)aw, <<t ©)
t t

d’une part et « la solution » v de 'EDP parabolique suivante :
8tv(t7x) +£'U(t,$) +f(t,x,v(ux),Dv(t,x)o(t,x)) =0, (t,(ﬁ) E]OvT[Xan U(T7') =g (7)

Proposition 7. Supposons que 'EDP (7) posséde une solution v, de classe 01’2([0,T] X R"), telle
que pour tout (t,z) € [0,T] x R™, |Vu(t,z)] < C (1 + |z]?).

Alors, pour tout (t,x) € [0,T] x R™, la solution de UEDSR (5), {Y,"*, Z}»"} .. p, est donnée
par le couple de processus {v(r, X."), Dvo (r, X}:")
u(t,z) =Y = v(t, x).

}tgrgT‘ En particulier, on obtient la formule,

Démonstration. La condition de croissance sur le gradient de v assure que (D’UO’ (r, Xﬁ*m))r est un
processus de carré intégrable. De plus, comme v est réguliére, on obtient en appliquant la formule
d’Ito,

dv(s, X0") =o' (s, X")ds + Vo (s, Xb7) - dXE" + %trace{aa* (5, XL")D?v(s, XL") }ds ;
soit encore, utilisant dX%* pour s > ¢, et la définition de L,
dv(s, X0") = {v'(s, XL") + Lv(s, X1") } ds + Doo (s, XL*)dW.
Or v est solution de I'EDP (7), donc v’ + Lv = — f ; il vient alors
dv(s, X0") = —f(s, X", v(s, X2"), Dvo (s, X1*)) ds + Dvo (s, X0%)dW.
On conclut en intégrant de r a T’ notant que v (T, X7*) = g(X5"). O

Le résultat précédent donne une formule de représentation probabiliste pour la solution d’une
EDP parabolique non-linéaire — on dit semi-linéaire car la non-linéarité n’est pas trés forte —. Ce
type de formules, connues sous le nom de formule de Feynman-Kac — suite aux travaux de Richard
FEYNMAN et Mark KAC — s’appliquent a ’origine & des problémes linéaires. Nous I’obtenons comme
corollaire :

Corollaire 8. Prenons f(t,z,y,z) = c(t,x)y + h(t,x), ot ¢ et h sont deux fonctions continues
bornées. Sous les hypothéses précédentes, pour tout (t,x) € [0,T] x R™,

T T r
g(erp’w) exp (/ c(r, X1®) dr) +/ h(r, X2*) exp (/ c(s, XH) ds) dr] )
t t t

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, nous savons que v(t, z) = th. Mais lorsque la
fonction f prend la forme f(t,x,y,2) = c¢(t,x)y + h(t,z), TEDSR que Pon doit résoudre est une
EDSR linéaire. On utilise alors la formule vue au cours du Chapitre 2 pour conclure. O

v(t,z) =E

Remarque. Dans les deux derniers énoncés, nous avons supposé I'existence d’une solution classique
v et nous en avons déduit la solution de 'EDSR et la formule v(t, z) = Ytt’z. Si tous les coefficients
sont réguliers, on peut montrer que u qui est définie par u(t,x) = Ytt’z est une fonction réguliére
qui est solution de PEDP (7).
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La démarche que nous avons eue précédemment consiste a étudier 'EDP, puis en déduire les
solutions de 'EDSR. Mais on peut également étudier 'EDSR et en déduire la construction de la
solution de 'EDP sans supposer les coefficients réguliers. Pour cela nous utiliserons la notion de
solutions de viscosité des EDP dont nous rappelons rapidement la définition. Je vous renvoie au
livre de Guy BARLES [Bar94| pour plus de détails.

Définition 9. Soit u une fonction continue sur [0, 7] x R™ vérifiant la condition u(T,z) = g(z).
u est une sous-solution (resp. sursolution) de viscosité de 'EDP (7) si, pour toute fonction ¢, de
classe Cl’z([O, T] x R”), on a, en tout point (¢g, zo) €]0, T[xR™ de maximum (resp. minimum) local
deu—:

Opo(to, xo) + Lo(to, o) + f (to, zo, u(to, 20), Dpo(te, 29)) > 0, (resp. <0).

u est solution de viscosité si elle est & la fois sous-solution et sursolution de viscosité.

Théoréme 10. La fonction u(t,z) := Y;"" est solution de viscosité de 'EDP (7).

Démonstration. Remarquons que la fonction u est continue et vérifie de plus u(T,-) = g. Nous
montrons seulement que u est sous-solution (la démonstration de w sursolution est identique).

Soit donc ¢ une fonction de classe C12 telle que u — ¢ posséde en (tg,z) un maximum local
(0 < top < T). Quitte a remplacer ¢ par ¢ — p(tg, o) + u(te, zo) — opération qui n’affecte pas les
dérivées de @, on peut supposer que ¢(tg,zo) = u(to, o). Nous devons montrer que

¢’ (to, x0) + Lp(to, w0) + f(to, zo, u(to, T0), Dea(to, zg)) = 0.
Supposons le contraire i.e. il existe § > 0 tel que
(p/(to, l’o) + ,C(p(to, .’bo) + f(to, xo, u(to, .’Eo), D@J(to, xo)) =-§<0.

u— @ posséde un maximum local en (tg, xg) qui est nul donc par continuité, il existe 0 < a < T —tg
tel que, sitg <t <to+aet|z— x| <a,

u(t, z) < o(t, ), et, o' (t,x) + Lo(t,x) + f(t, z,u(t,x), Deo(t,x)) < —6/2.

Considérons le temps d’arrét 7 = inf {u >ty ; | X% — x| > a} Aty + . Comme X070 est
un processus continu on a | X0 — xy| < .

La formule d’It6 appliquée & ¢(r, X!2**) donne
dip(r, X;070) = {' (1, X;0°) + Lop(r, X;27) } dr + Depor (1, X007 )dW,,

et, en intégrant de u A7 a (to + a) A7 =7 pour ty < u < ¢y + «, on obtient

T

-
p(u AT, X0550) = o, X1o) —/ {&' + Lo} (an,O’ZO)dT—/ Do (r, X;070) dW,. ;
UNT UNT
notant, pour tg < u < to+a, Y, = p(u AT, ij}\fo) et Z, = 1,<;Dyo(r, Xlo-*0), I'égalité
précédente prend la forme

tot+a to+a

Yqi = @(T, X‘It_o,:ro) +/ —1,.<, {90/ + Ly} (7“7 Xﬁo’“) dr — / ZT/, dW,., to<u<ty+a.

u u

. . ¢
De la méme fagon, si on pose, pour to < u < to+a, Y, =Y, ;7° et Z, = 1,<.Z" on a

t0+a to-‘rO{
17‘§T f(r7Xf*07x0uK“aZr) d’f’—/ Z’r’dWr7 to §u§t0+a.

u

Yu:Y%o+oz+/

u
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Or la propriété de Markov — Corollaire 6 et la remarque qui le suit — implique que, P—p.s. pour
tout tog < r <ty + «, Yioro = y(r, Xto®o) d’ott I'on déduit que Y, 4o = Yi00%0 = y(r, Xiow0),
L’égalité précédente devient alors

to+a tot+a
Y, = u(r, X10") +/ Lo<r f(r, X[0%0 u(r, X[0"0), Z,) dr—/ ZpdW,, to <u<to+o

u u
Nous allons appliquer le théoréme de comparaison a (Y., Z!). et (Yu, Zy)w qui sont solutions

d’EDSR. Par définition de 7, on a u(r, X10:%0) < (7, XIo*0) et

u

1< f(r, Xlto:wo gy (p, Xlow0) Z)) 1< f(r, Xloo gy (p, X10%0) Depa(r, X 00 ))

< 1< {¢' + Ly} (7‘, Xf.o’zo).

De plus, on a, toujours par définition de T,

tota
E {/ 1< (@' + Lo+ f) (r, X[ u(r, X[0%), Doo(r, X[0%0)) dr| > E[r — t0) §/2.

to

Cette quantité est strictement positive : en effet, § > 0 et 7 > ty car |Xf§’w° —zo] =0 < a.
On peut donc appliquer la version stricte du théoréme de comparaison, voir la remarque a la
suite du Théoréme 9, pour obtenir u(to, zo) = Yz, < Yj, = ©(to, o). Ceci est impossible puisque
u(to, o) = @(to, o). u est donc bien une sous-solution. O
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