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Introduction

L’objectif de ce cours est de présenter la théorie des équations différentielles stochastiques rétro-
grades — EDSR dans toute la suite du cours — et d’en donner des applications dans deux domaines
différents : les mathématiques financiéres d’une part et les équations aux dérivées partielles — EDP
en abrégé — d’autre part.

De nombreux mathématiciens ont contribué et contribuent toujours a la théorie des EDSR ;
il m’est impossible de tous les citer. Néanmoins, signalons les travaux de E. PARDOUX et S.
PENG [PP90, PP92, PP94] et I'article de N. EL Karoul, S. PENG et M.-C. QUENEZ [EKPQ97].

Le cours est divisé en deux parties : dans un premier temps, on se consacre a ’étude générale
des EDSR puis dans la seconde partie, on étudiera les liens entre les EDSR et les EDP et 'on
introduira la notion de solution de viscosité d’'une EDP.

Résoudre une EDSR, c’est trouver un couple de processus adaptés par rapport a la filtration
du mouvement brownien (W;)o<i<r, (Y2, Zt)ieo, 1) vérifiant I'équation différentielle stochastique

—dY, = f(t,Y}, Z,)dt — Z,dW,, 0<t<T,

avec la condition finale (c’est pour cela que lon dit rétrograde) Yr = £ ou £ est une variable
aléatoire de carré intégrable. Comme les EDS, ces équations doivent étre comprise au sens intégral
ie.

T T
Yt=§+/ f(s,YS,ZS)ds—/ Z.dW., 0<t<T.
t t

Les EDSR ont été introduites en 1973 par J.-M. BisMuT [Bis73] dans le cas ou f est linéaire
par rapport aux variables Y et Z. Il a fallu attendre le début des années 90 et le travail de E.
PARDOUX et S. PENG [PP90] pour avoir le premier résultat d’existence et d’unicité dans le cas ou
f n’est pas linéaire.

Depuis de nombreux travaux ont été effectués ; la théorie n’a cessé de se développer en raison de
ses relations étroites avec les mathématiques financiéres et les EDP. Donnons un exemple emprunté
a chacun des deux thémes précédents.

En finance, une question importante est de déterminer le prix d’une option — un produit finan-
cier. Prenons le cas le plus simple, celui du modéle de Black—Scholes et d’un « call européen ». Le
prix de ce produit financier, (V;)o<¢<r satisfait I’équation :

AVy = (rVi + 0Z)dt + ZydW,

ou r est le taux d’intéret a court terme et 6 est le « risk premium », avec la condition finale
Vr = (St — K)T ou S; est le prix de laction sous-jacente et K une constante, un prix fixé a
I’avance. Nous voyons que c’est une EDSR linéaire dans ce modéle simple mais qui peut étre
non-linéaire dans des modéles financiers plus compliqués.

Venons-en au second exemple. Considérons 'EDP suivante
1
Opu(t, x) + §8§7wu(t,:c) + flu(t,x)) =0, u(T,z) = g(x).
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Supposons que cette équation posséde une solution réguliére, u. Appliquons la formule d’It6 a
u(s, Ws) ; on obtient

1
du(s,W5) = {0su(s,Ws) + §8§,wu(s, W) }ds 4+ Ozu(s, Ws)dW

—fu(s, Ws))ds + dpu(s, Ws)dWs.

Nous obtenons encore une EDSR — qui est non-linéaire si f U'est — en posant Y; = u(s, Wy) et
Zs = Oyu(s, Ws) puisque

—dYs = f(Yy)ds — Z,dWs, avec, Yr = g(Wr).

Le cours commence par des rappels et compléments sur les EDS, puis vient I’étude des EDSR
et enfin les applications aux EDP.

[Bis73]
[EKPQ97]
[PP90]

[PP92]

[PPY4]
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Chapitre 1

Rappels de calcul stochastique

Le but de ce chapitre est de présenter brievement les résultats de calcul stochastique dont nous
aurons besoin dans la suite du cours. Il ne s’agit nullement de développer la théorie générale pour
laquelle les ouvrages [KS91] et [RY91] sont des références remarquables. La référence [LLI7] est
trés pédagogique ; le second paragraphe en est fortement inspiré.

1. Définitions

Ici (Q, F,P) est un espace de probabilité complet.

1.1. Généralités.

Définition 1. Soit 7" un ensemble. On appelle processus stochastique indexé par T et a valeurs
dans R? une famille (X;);er d’applications mesurables de (Q,F) dans (Rd,B(Rd)); pour tout
t € T, X; est une variable aléatoire.

Remarque. Dans ce cours, nous aurons T = N ce qui correspond aux processus a temps discret,
T =R, ouT = [0,a] pour les processus a temps continu.

Pour simplifier les énoncés qui suivent sont donnés avec T' = R ; pour alléger I’écriture, nous
noterons un processus X plutét que (X;)¢>o.

Définition 2. Un processus X est mesurable si 'application (t,w) — X;(w) de Ry x Q dans R?
est mesurable par rapport aux tribus B(R,) ® F et B(R?).

On peut noter qu'un processus stochastique peut étre vu comme une fonction aléatoire : a
chaque w, on associe la fonction ¢t — X;(w) qui est appelée trajectoire (sample path en anglais).

Définition 3. Soient X et Y deux processus. X est une modification de Y si, pour tout ¢ > 0, les
v.a. X; et Yy sont égales P-p.s. : Vi > 0, P(X;, =Y;) = 1.

X et Y sont indistinguables si, P—p.s., les trajectoires de X et de Y sont les mémes c’est a dire
P(X;,=Y:, Vt>0)=1.

La notion d’indistinguabilité est plus forte que la notion de modification. Notons que si X est
une modification de Y et si X et Y sont a trajectoires continues & droite (ou & gauche) alors X et
Y sont indistinguables.

Comme dans le cas discret, les tribus jouent un roéle trés important dans I’étude des processus
stochastiques car elles représentent 'information disponible et permettent de traduire les notions
de passé, présent et futur.

Nous travaillerons avec une filtration {F;},>¢ de (2, F) c’est a dire une famille croissante de
sous-tribus de F i.e. pour s < t, Fs C F; C F. On définit alors F,, = o{U.F;} ainsi que, pour
tout ¢, fﬁ— = ﬂ€>0]-'t+€.
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Définition 4. On dit qu’une filtration {F;}:>0 est continue a droite si F; = F+ pour tout ¢.

On dit qu’elle vérifie les conditions habituelles si elle est continue a droite et si Fy contient tous
les ensembles P-négligeables de F, noté N dans la suite.

Si 'on se donne un processus X, on introduit la filtration G; = o{X5; s < t}. Cette filtration
s’appelle la filtration naturelle de X. Mais Gy ne contient pas nécessairement A. C’est pour cela
que P'on introduit souvent la filtration naturelle augmentée de X définie par FX = o{N U G;}.
Lorsque nous parlerons de filtration naturelle il s’agira toujours de filtration naturelle augmentée.

Définition 5. Un processus X est adapté par rapport a la filtration {F:}>0 si, pour tout ¢, X;
est F;—mesurable.

Il est inutile de dire qu’un processus est toujours adapté par rapport a sa filtration naturelle.
Remarque. Si N C Fo, et si X est adapté par rapport & {F; }1>¢ alors toute modification de X est

encore adaptée.

Définition 6. Un processus X est progressivement mesurable par rapport a {F;};>o si, pour tout
t > 0, I'application (s,w) — X, (w) de [0,#] x Q dans R est mesurable par rapport a B([0,1]) @ F;
et B(RY).

Un processus progressivement mesurable est mesurable et adapté. On peut également noter
que si X est un processus mesurable et adapté alors il possede une modification progressivement
mesurable. Rappelons également le résultat suivant :

Proposition 7. Si X est un processus stochastique dont les trajectoires sont continues d droite
(ou continues d gauche) alors X est mesurable et X est progressivement mesurable s’il est de plus
adapté.

Finissons ces généralités par la notion de temps d’arrét.

Définition 8. Soit 7 une variable aléatoire & valeurs dans Ry. 7 est un {F;};>0-temps d’arrét si,
pour tout t, {1 <t} € F;.

Si 7 est un temps d’arrét, on appelle tribu des événements antérieurs a 7 la tribu définie par
Fr={A€ Fo, AN{r <t} € F, Vt}.

Proposition 9. Soit 7 un temps d’arrét. Si X est progressivement mesurable, le processus arrété
X7 — défini par X] = X a1 — est progressivement mesurable.

1.2. Mouvement brownien.
Définition 10. On appelle mouvement brownien standard un processus stochastique W a valeurs
réelles tel que :

1. P-p.ss. t — Wy(w) est continue;

2. pour 0 < s < t, W; — Wy est indépendant de la tribu o{W,, u < s} et de loi gaussienne
centrée de variance t — s;

3. Wo =0 ]P)fp.S.

Pour tout ¢t > 0, la variable aléatoire W; suit la loi gaussienne centrée de variance ¢t donc de
densité (27t) =1/ exp{—2?/(2t)}. On dit qu'un mouvement brownien (MB dans la suite) part d’un
point x si Wy = .
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Remarque. On dit que W est un {F; }+>0-MB si W est un processus continu, adapté a la filtration
{Fi}1>0, vérifiant :

VueR, V0<s<t, E (ei“(Wt_Ws) | .7-'5) =exp {—u?(t —s)/2}.

Proposition 11. Soit W un MB standard.
1. pour tout s > 0, {Wiys — Wi}i>o est un MB indépendant de o{W,, u < s};
2. —W est aussi un MB;
3. pour tout ¢ > 0, {cWy/e2}i>0 est un MB;
4. le processus défini par Xo =0 et Xy =tWy,, est un MB.

Rappelons qu'une fonction f a valeurs réelles et définie sur Ry est localement holderienne
d’ordre « si, pour tout a > 0, il existe une constante C telle que :

V(z,y) € [0,a?,  [f(2) = fy)l < Cla —y|™.

Théoréme 12 (Propriétés des trajectoires). Si W est un MB, alors presque sirement, on a :

1. t — Wy(w) nlest d variation finie sur aucun intervalle ;

2. t — Wi(w) est localement hélderienne d’ordre o pour tout o < 1/2.

3. t — Wi(w) nlest dérivable en aucun point (ni localement hélderienne d’ordre o > 1/2).
Définition 13. On appelle MB standard a valeurs dans R¢, un vecteur W = (Wl, ey Wd) ol
les W sont des MB réels indépendants.

Proposition 14. Soit W un MB. La filtration {ftW}t>0 vérifie les conditions habituelles et W
est un {}}W}DOfMB.

1.3. Martingales.

Définition 15. Un processus X a valeurs réelles est une surmartingale par rapport a la filtration
{Fi}i>08i:

1. pour tout ¢t > 0, X; est F;—mesurable;

2. pour tout t > 0, X, est intégrable;

3. pour 0 <s <t E(X;|Fs) < Xs.

X est une sousmartingale lorsque —X est une surmartingale; X est une martingale si X est a
la fois une surmartingale et une sous-martingale.

Remarque. Si W est un MB, alors {W7? —t},_ et {exp (6W; — 0°t/2) sont des martingales.

Fizo
Théoréme 16 (Inégalités maximales). Soit X une martingale (ou une sous-martingale positive)
continue da droite. Alors,

1. Vp>1,Ya >0, aPP(sup,|X¢| > a)<sup,E[|X:?];

2. Vp>1, Elsup, |X;P] < ¢Psup,E[|X¢|P] ong=p(p—1)~1L.

Théoréme 17 (Théoréme d’arrét). Si X est une martingale et si o et T sont deux temps d’arrét
bornés tels que o < 7, alors, BE(X;|Fy) = X, P-p.s.

Rappelons aussi qu'un processus X adapté et intégrable est une martingale si et seulement si,
pour tout temps d’arrét borné 7, E[X,;] = E[X,].

Pour le dernier résultat nous supposons que la filtration {F;};>¢ vérifie les conditions habi-
tuelles.
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Théoréme 18. Soit X une {Fi}i>0-martingale. X posséde une modification cadldg i.e. dont les
trajectoires sont continues da droite et possédent des limites a gauche.

Indroduisons a présent une classe plus vaste de processus stochastiques : les martingales locales.

Définition 19. Soit X un processus {F;};>o—adapté, & trajectoires continues a droite. On dit
que X est une martingale locale s’il existe une suite croissante de temps d’arrét {7, },>1 telle que
lim,, o0 T = +00 P—p.s et, pour tout n, X1, - est une martingale.

Théoréme 20. Soit X une martingale locale continue. Il existe un unique processus croissant et
continu, (X, X), nul en 0, tel que X* — (X, X) soit une martingale locale.

Remarque. Si W est un MB, on a (W, W); =t car {Wf - t}t>0 est une martingale.

Proposition 21. Soit X une martingale locale continue. Il y a équivalence entre :
1. Xo e L? et E[{X, X)0o] < 007
2. X est une martingale bornée dans L2.

Rappelons pour finir ce paragraphe les inégalités de Burkholder-Davis—Gundy connues aussi
sous le nom d’inégalités BDG.

Théoréme 22 (Inégalités BDG). Soit p > 0 un réel. Il existe deux constantes c, et C, telles que,
pour toute martingale locale continue X, nulle en zéro,

o E[(x, X2 <E [Sglg m@ < G, E[x. x)1?).
t>

Remarque. En particulier, si T > 0,

o[ 3] <5 ] <o o o]
0<t<T

2. Calcul d’Ito

Dans tout ce paragraphe, on se donne (€2, F,P) un espace de probabilité complet, {F;}+>o une
filtration qui vérifie les conditions habituelles et W un {F;};>o-MB (on peut prendre F; = FV).
Les martingales seront toujours cadlag.

2.1. Intégrale stochastique. L’objectif de ce paragraphe est de définir fg Hg dWy. Ceci n’est
pas évident car comme nous ’avons rappelé précédemment les trajectoires du MB ne sont pas a
variation finie et donc 'intégrale précédente n’est en aucun cas une intégrale de Lebesgue-Stieljes.

Dans toute la suite, on fixe un réel T strictement positif. Les processus sont définis pour
t € [0,T7; on notera X pour (X¢):efo,1]-

Définition 23. On appelle processus élémentaire H = (H;)o<;<7 un processus de la forme :

»
Hy = ¢olo(t) + Z Gily, 4 (t),
i=1

o 0 =1ty <t < ...<t, =T, ¢ est une variable aléatoire Fo—mesurable bornée et, pour
i=1,...,p, ¢; est une variable aléatoire F;, ,—mesurable et bornée.
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Pour un tel processus, on peut définir 'intégrale stochastique par rapport & W comme étant le
processus continu {I(H);}o<i<r défini par :

p
I(H)e =Y ¢i(Wine = We,yne),
iz
soit encore, si t €]tg, tg+1],
!
I(H): = 6i(Wi, = Wi, ) + dpa (Wi — Wiy
i=1

On note fot Hy dW, pour I(H);. On obtient alors directement a ’aide de cette définition le résultat
suivant :

Proposition 24. Si H est un processus élémentaire, alors (fot H, dWS) est une {Fi}i>0—
0<t<T =

el 1]

On veut a présent définir 'intégrale stochastique pour une classe plus vaste de processus H.
Pour la premiére extension, on utilise la densité des processus élémentaires dans I’espace vectoriel

M?2 suivant :
T
/ Hfds <00y
0

On désigne par H? I'espace vectoriel des martingales bornées dans L2 ; le sous-espace de H?
formé par les martingales qui sont continues est noté H2. On munit H? de la norme définie par
| M|z = E[[Mr]?]'/? qui en fait un espace de Hilbert. L’inégalité de Doob montre que cette
norme est équivalente & la norme E[sup, |M;|?]'/?; par suite, H? est un sous-espace fermé. H?
et H2 désignent les sous-espaces de H? et H? constitués des martingales nulles en 0; ces deux

sous-espaces sont fermés.

martingale continue telle que

t
vt € [0, 7], EU/ H, dW,
0

M? = {(Ht)OStSTa progressivement mesurable, E

On obtient alors le résultat suivant :

Théoréme 25. Il existe une unique application linéaire J de M? dans H? telle que :
1. si H est un processus élémentaire, alors I(H) et J(H) sont indistinguables ;

2. pour tout t, E [J(H)f] =E Ug H? ds].

L’unicité signifie que si J et J' sont deux prolongements vérifiant les propriétés précédentes
alors J(H) et J'(H) sont indistinguables.

On note toujours fg H,dW, pour J(H);.

Remarque. Notons M2 I’ensemble des classes d’équivalence de M?2. M? est un espace de Hilbert.
L’intégrale stochastique est alors une isométrie de M? dans HZ.

On obtient les propriétés suivantes :

Proposition 26. Soit H € M?. On a

t
E [SuPogth ‘ / H,dW,
0

2 T
}gﬂll/ Hfds],
0

T T
/ H, dW, = / 1o H,dW,, P-p.s.
0 0

et si T est un temps d’arret,
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La derniére extension de l'intégrale stochastique dont nous aurons besoin consiste a relaxer
I’hypotheése d’intégrabilité portant sur H. On introduit pour cela

T

ML, = {(Ht)ogtST, progressivement mesurable, HZ2ds < 0 ]P’—p.s.} .

0

et on a le résultat suivant :

2

ivc dans Uensemble des mar-

Proposition 27. Il existe une unique application linéaire J' de M
tingales locales continues telle que :

1. si H est un processus élémentaire alors J'(H) et I(H) sont indistinguables ;

2. si (Hy)y, est une suite de processus de M3 telle que fOT H™? ds tend vers 0 en probabilité

alors supg<,<7 |J' (H™)¢| tend vers 0 en probabilité.

On note encore f(f H, dWs pour J'(H);.

Remargue. Attention, lorsque H € M2 | ( f(f H, dWs) rer est seulement une martingale locale
0<t<

et pas nécessairement une martingale.

Proposition 28. Pour H € M, ([, Hs dWs); = fot H2ds.

2.2. Processus d’It6. Nous introduisons a présent une classe de processus qui sera tres utile
dans la suite.

Définition 29. On appelle processus d’It6 un processus X a valeurs réelles tel que :
t t
P-p.s. VO<t<T, thXo—&—/ sts—i—/ H, dWs,
0 0

ou Xy est Fo—mesurable, K et H sont deux processus progressivement mesurables vérifiant les
conditions, P—p.s. :

T T
/ |Kslds <oo et / |H,|? ds < oo.
0 0

On peut montrer que si un processus d’Itd est une martingale locale continue alors K; = 0
m Q@ P-p.p. On en déduit alors que la décomposition d’un processus d’'Itd est unique au sens ou si

¢ ¢ ¢ ¢
Xt:Xo—F/ sts+/ Hdes:X6+/ K;ds—k/ H. dW,
0 0 0 0

alors X = X\ P-p.s. et H, = H;, K; = K, m @ P-p.p.
Si X et Y sont deux processus d’Ito,

t t t t
Xt:XO—i—/ sts+/ H,dW, et Yt:X(’)—&-/ K;ds+/ H. dW,
0 0 0 0

on pose (X,Y), = fg H,H!ds et dX; = K dt + H; dW;. On a alors la

Proposition 30 (Intégration par parties). Si X et Y sont deux processus d’Ito, alors
t t
XY = Xo¥o +/ X, dY, +/ Y, dX, + (X, V).
0 0

Théoréme 31 (Formule d’1td). Soient (¢,x) — f(¢,x) une fonction réelle deux fois différentiable
en x et une fois différentiable en t et X un processus de Ito. On a :

¢ ¢ ¢
f(t,Xt):f(O,Xo)Jr/O f;(s,Xs)der/O f;(s,Xs)dXer%/o 7 (s, Xs) d{X, X)s.
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Nous finissons ce paragraphe en étendant la formule précédente au cas d’'un mouvement brow-
nien d—dimensionnel et d’'un processus d’Ité6 n—dimensionnel. Les hypothéses sur les coefficients
sont celles de la Définition 29.

Théoréme 32. Soit X un processus d’Ito d valeurs dans R™ : pouri=1,...,n,

t d t
Xi=xp+ [ wiasey [ mitawk
0 k=170

Si f est deux fois différentiable en x et une fois ent on a :

t n t
F0X) = 10X0)+ [ (X ds+ 3 [ 00,5, X) dx:
=1

1 n t 5 . .
1 X)) d(Xi, X
+35 2 /0 Oz, 2, f (5, Xs) (X", X7)s,

i,j=1
i g d ik k i yj\ _— \d ik ryk
avec dX! =Klds+ >, _ H:FdW} et d(X', X7)g =" HY"H]}" ds.

Le résultat est plus simple a retenir sous forme vectorielle. Pour cela, on note X le vecteur
colonne de R™ de coordonnées X, K le vecteur de R de coordonnées K* et W le vecteur de R?
de coordonnée WJ. On introduit alors la matrice de taille n x d, H = (H*)1<;j<pn, 1<j<d. Avec ces
notations, on a :

t t
Xt:Xo—i—/ K5d5+/ H,dWs,
0 0

ou Hy dWy est un produit matrice—vecteur colonne. La formule d’Itd s’écrit sous la forme, notant
x -y le produit scalaire dans R™ et H* la transposée de H

t t 1 [t

£(6.X0) = £(0.X0) + [ 0.f(s. X ds [ VF(s,X) - aXk 5 [ erace (D2 (s, X)HLH) ds.
0 0 0

soit encore

f.X) = F(0.Xp) + /O (0uf (5, X.) + Vf(5.X,) - K&,) ds

t

t
%/ trace (D2f(s,XS)HSH;‘)ds+/ Df(s, Xs)Hs dWs.
0 0

3. Résultats importants

Rappelons tout d’abord la caractérisation du mouvement brownien en termes de martingales
due a Paul LEVY.

Théoréme 33. Soit X une {F;}i>0-martingale locale continue, nulle en 0. On suppose que, pour
tout i,j € {1,...,d}, (X, X7), =& ;t. Alors X est un {F }1>0-mouvement brownien dans R?.

Démonstration. Plagons-nous sur [0, T] et remarquons que X est une martingale de carré intégrable
si la condition de crochet est satisfaite. Nous devons montrer que

.7-"3) = exp {—|ul*(t — s)/2} .

VO<s<t<T, YuecR? E(ei“'(xﬁx‘*)

Appliquons la formule d’It6 & la fonction z — e**'* entre s et ¢ pour obtenir

t 2 t
et X —— Xs +/ jetv XT’U,'dXT _ |2‘ / et X, dr.
s s
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Comme X est une martingale de carré intégrable, I'intégrale stochastique précédente est une mar-
tingale ; si on multiplie ’égalité par e=**s14 ou A € F,, on obtient en prenant I’espérance,

E [eiu.(xt—Xs)lA} — P(A) - g /:E [eiw(XT—Xs)lA} dr,

et par suite
E {em.(xﬁxs)lA] = P(A) exp {—|uf*(t — 5)/2} ,

ce qui conclut la preuve de ce résultat. O

Nous allons utiliser cette caractérisation du mouvement brownien pour démontrer que toute
martingale dans la filtration brownienne est une intégrale stochastique par rapport au mouve-
ment brownien. Insistons lourdement sur le fait que nous travaillons avec la filtration naturelle du
mouvement brownien W et reprenons la notation F}¥ pour ne pas I'oublier.

Théoréme 34 (Représentation des martingales browniennes). Soit M une martingale (cddldg)
de carré intégrable pour la filtration {ftW}te[o AR Alors il existe un unique processus (Hy)ie(o,1),

appartenant a M?(R¥), tel que
t
P-p.s. vVt e [0,T], M;= My +/ H, - dW,.
0

Il est important de remarquer que ce résultat implique que, dans la filtration brownienne, les
martingales sont continues.

Démonstration. Nous nous placons en dimension un pour simplifier I’écriture. Rappelons que H? est
I'espace des martingales de carré intégrable, H? le sous-espace formé des martingales continues. La
norme utilisée est ||M||? = E [M3] qui fait des deux espaces précédents deux espaces de Hilbert.
H? et H? sont les sous-espaces de H? et H? formés par les martingales nulles en 0. On note .J
'application intégrale stochastique : J : M? — HZ2.

On doit montrer que H? = J (MQ) Pour cela remarquons tout d’abord que si M € H? il
existe un unique couple de martingales (X,Y) tel que M = X +Y avec X € J (Mz) et Y € H?
vérifiant (Y, W) = 0. Cette derniére condition signifie que XY est une martingale pour toute
Xeld (MQ) L’unicité est évidente. Pour I'existence, notons que J (M2)T I’ensemble des conditions
terminales des intégrales browniennes, est un fermé de L2 (f%v ) Soit F' 'orthogonal. On considére
la décomposition orthogonale My = X7 + Y7 et on définit V; = E (YT \ .7-",5W ) On doit montrer
que le crochet de Y et W est nul ce qui revient & montrer que YW est une martingale. Si 7 est un
temps d’arrét,

E[Y,W,] =E [W,E (Yr | F")] = E[W,Yr] = E[WfYr] ;

la derniére espérance est nulle car W7 appartient a J (MZ) et donc Y est orthogonale a W.

Comme J (M?) est fermé il suffit de démontrer que G C J (M?) pour un sous-ensemble dense
de H2. Les martingales bornées sont denses. Mais on peut remarquer que les martingales bornées
telles que Y est également bornée sont denses. En effet, si M est une martingale bornée, notons
(X,Y) sa décomposition. On introduit la suite de temps d’arrét o,, = inf{¢, |X¢| > n}. Comme
X est continue, X" et par suite Y7 = M7~ — X" sont des martingales bornées. On a bien
évidemment MS" — My dans L?. Montrons que la décomposition de M7~ est (X, Y 7). Il s’agit
de montrer que W est orthogonal a Y~ puisque X" s’écrit comme une intégrale stochastique.
Or (Yo, W) = (Y, W)?" ce qui donne le résultat.

On suppose donc que X, Y, et M sont bornées par a. Soit D =1+ Yr/(2a). Ona D > 1/2 et
E[D] = 1. On considére P* la probabilité sur F) de densité D par rapport a P. Soit X € J (MQ) ;
montrons que X est une P*—martingale. Soit donc 7 un temps d’arrét. On a, comme E[X ] = 0,

E*[X,] = E[DX,] = E[Y7X,]/(2a) = E[Y; X,/ (20) = (¥, X),/(20) = 0,
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ce qui montre que X est une P*~martingale. Comme W2 —t = 2 fot W, dW,, le calcul précédent
montre que W; et W2 — t sont des P*—martingales continues. Donc d’aprés le théoréme de Paul
LEVY, sous P comme sous P*, W est un mouvement brownien. Comme D est mesurable par rapport
a fi,W, on en déduit que D =1 ce qui donne Y7 = 0 et donc Y = 0. O

On déduit de ce résultat que si € est une variable aléatoire de carré intégrable, F' —mesurable,
il existe un unique processus (H¢)icjo,1) € M2(R?) tel que

T
5:E[£]+/0 H, - dW,.

Théoréme 35 (Girsanov). Soit (h)o<t<T un processus progressivement mesurable, & valeurs dans
RY tel que P—p.s. fOT |hs|? ds < +00. On suppose que le processus (Dy)o<i<T défini par

t 1 t
Dtexp{/ hs-dWSff/ |hs|2ds}
0 2 0

est une martingale. Soit P* la mesure de densité Dy par rapport ¢ P sur Fp. Introduisons le
processus By = Wt—fot hsds. Alors, sous la probabilité P*, B est un mouvement brownien standard.

Remarque. Lorsque E [exp {1/2 fOT |hs|? dsH < +00, D est une martingale. Ce critére est connu
sous le nom de condition de Novikov.

Nous finissons ce chapitre préliminaire par le critére de Kolmogorov. Fixons quelques notations.
Soit X un processus a valeurs dans un espace de Banach indicé par un paramétre d—dimensionnel.
On note || - || la norme de l’espace de Banach et | - | celle de R%. Rappelons qu'une fonction f &
valeurs dans un Banach et définie sur R est localement hélderienne d’ordre « si, pour tout a > 0,
il existe une constante C telle que :

Vlzl,lyl <a, |f(@) = fYll < Cla —y[*

Théoréme 36 (Critere de Kolmogorov). Soit (X;)ie[o,1j¢ un processus a valeurs dans un Banach.
Supposons qu’il existe trois constantes strictement positives, v, €, C, telles que :

Vs, t € 0,114, E[|X: — X|"] < Ot — s|?t=.
Alors il existe une modification Y de X telle que

Va € [0,e/7], E [(supep Ve — Yall/|t — s])"] < +o0.

En particulier, les trajectoires de Y sont hélderiennes d’ordre a.

Remargue. Notons que [0, 1] n’est pas fondamental. Si d = 2, on peut avoir par exemple R, x R,
mais les trajectoires de Y sont alors localement hélderiennes.
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CHAPITRE 1. RAPPELS DE CALCUL STOCHASTIQUE



Chapitre 2

Equations différentielles stochastiques rétrogrades

L’objectif de ce chapitre est d’introduire la notion d’équations différentielles stochastiques rétro-
grades, EDSR en abrégé, et de préciser la terminologie employée dans ce contexte. Nous montrerons
le résultat classique d’existence et d’unicité ; des exemples d’EDSR sont donnés & la fin du chapitre.

1. Vocabulaire et notations

1.1. Présentation du probléme. Soient (2, F, (F;)i>0,P) un espace probabilisé filtré et va-
riable aléatoire £ mesurable par rapport a Fp. On voudrait résoudre I’équation différentielle sui-
vante :
—dyY,;
dt

en imposant que, pour tout instant ¢, Y; ne dépende pas du futur apres t c’est a dire que le processus
Y soit adapté par rapport a la filtration {F;}>o.

= f(Y;t)v te [OvT]v avec, Yp = f»

Prenons I'exemple le plus simple a savoir f = 0. Le candidat naturel est Y; = £ qui n’est pas
adapté si & n’est pas déterministe. La meilleure approximation — disons dans L? — adaptée est la
martingale Y; = E(£ | F;). Si on travaille avec la filtration naturelle d’'un mouvement brownien, le
théoréme de représentation des martingales browniennes permet de construire un processus Z de
carré intégrable et adapté tel que :

t
Y, = E(¢| F.) = E[¢] +/O Z,dw,.

Un calcul élémentaire montre alors que
T
Y, =¢ f/ Zs dWs, te. —dYy=—-Z;dW;, avec, Yp=E¢.
t

On voit donc apparaitre sur I’exemple le plus simple une seconde inconnue qui est le processus
Z dont le role est de rendre le processus Y adapté.

Par conséquent, comme une seconde variable apparait, pour obtenir la plus grande généralité,
on permet a f de dépendre du processus Z ; I’équation devient donc :

—dY; = f(t, Yy, Zy) dt — Zy AW, avec, Yr =¢.
1.2. Notations. Soient (2, F,P) un espace de probabilité complet et W un MB d-dimensionnel

sur cet espace. On notera {F; };>0 la filtration naturelle du MB W. On travaillera avec deux espaces
de processus :
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— on notera tout d’abord S%(R¥) I’espace vectoriel formé des processus Y, progressivement
mesurables, a valeurs dans R¥, tels que :

HY||?§Z =FE { sup |Y}|2} < 00,
0<t<T

et S2(R¥) le sous-espace formé par les processus continus. Deux processus indistinguables
seront toujours identifiés et nous garderons les mémes notations pour les espaces quotients.
— et ensuite M?(R¥*9) celui formé par les processus Z, progressivement mesurables, & valeurs

dans RF*? tels que :
T
| 1ziea
0

ot si z € RFX ||2||? = trace(zz*). M?(R¥*9) désigne I'’ensemble des classes d’équivalence de
MQ(RkXd).
R* et R¥*4 geront souvent omis; les espaces S2, 82 et M? sont des espaces de Banach pour les
normes définies précédemment. Nous désignerons B2 I'espace de Banach SZ(RF) x M2 (R¥*9).

1Z]3 =E < o0,

Dans tout ce chapitre, ainsi que dans le suivant, nous nous donnons une application aléatoire
f définie sur [0, 7] x Q x RF x R¥*4 3 valeurs dans R¥ telle que, pour tout (y,z) € RF x R¥*4 e
processus {f(t,y, z) }y<;<p SOit progressivement mesurable. On considére également une variable

aléatoire £, mesurable par rapport & Fr et a valeurs dans R¥.

Dans ce contexte, on veut résoudre I’équation différentielle stochastique rétrograde (EDSR en
abrégé) suivante :

—dYy = f(t, Vs, Zy) dt — ZydWy, 0<t<T, Yr =¢,

ou, de facon équivalente, sous forme intégrale,
T T
Ytzf—i—/ f(r,YT,ZT)dr—/ Z dW,., 0<t<T. (1)
t t

La fonction f s’appelle le générateur de 'EDSR et ¢ la condition terminale. Sans plus tarder,
précisons ce que l'on entend par solution de 'EDSR (1).

Définition 1. Une solution de PEDSR (1) est un couple de processus {(Y;, Z;) bo<i<r vérifiant :

1. Y et Z sont progressivement mesurables & valeurs respectivement dans RF et RF*d

T
2. Pps. [ {10V Z0)| + 12,2} dr < oo
0

3. P-p.s.,ona:

T T
Y;=§+/ f(r,YT,ZT)dr—/ Z,dW,, 0<t<T.
t t

Remarque. 11 est important de retenir les deux points suivants : tout d’abord, les intégrales de
léquation (1) étant bien définies, Y est une semi-martingale continue; ensuite, comme le pro-
cessus Y est progressivement mesurable, il est adapté et donc en particulier Yy est une quantité
déterministe.

Avant de donner un premier théoréme d’existence et d’unicité, nous allons montrer, que sous
une hypothése relativement faible sur le générateur f, le processus Y appartient a S2.

Proposition 2. Supposons qu’il existe un processus {fi}o<i<T, positif, appartenant ¢ M?(R) et
une constante positive A tels que

V(t,y,2) € [0,T) x R¥ x R¥4 £ (t,y,2)] < fo + A(lyl + |12]) -

Si {(Yy, Zt) Yo<i<T est une solution de 'EDSR (1) telle que Z € M? alors Y appartient a S2.
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Démonstration. Le résultat se déduit principalement du lemme de Gronwall et du fait que Yy est
déterministe. En effet, on a, pour tout ¢ € [0, T,

t t
Yg:YO—/ f(r,Yr,zr>dr+/ Z, AW,
0 0

et par suite, utilisant I’hypothése sur f,

T
V3] < |Y0|+/ (fr + M| Z-||) dr + sup ‘/
0

0<t<T

/ Y| dr.

Posons

T
=pil+ [ Gz sw | [ 7,
0

0<t<T

Par hypotheése, Z appartient & M? et donc, via 'inégalité de Doob, le troisiéme terme est de carré
intégrable; il en est de méme pour {f;}o<i<r, et Yy est déterministe donc de carré intégrable; il
s’en suit que ¢ est une variable aléatoire de carré intégrable.

Comme Y est un processus continu — cf. remarque précédente, le lemme de Gronwall fournit
I'inégalité supg<;<r |Y;| < ¢e*T qui montre que Y appartient a S2. O

Remarque. Le résultat est encore valable lorsque || f.||1 est une variable aléatoire de carré intégrable.
Finissons par un résultat d’intégrabilité qui nous servira a plusieurs reprise.
¢
Lemme 3. Soient Y € S%(R¥) et Z € M2(R¥*4). Alors {/ Y, - ZsdWs, t € [O,T]} est une
0

martingale uniformément intégrable.

Démonstration. Les inégalités BDG donnent

d

IN

CE

T 1/2
([ iz ar)
0
T 1/2
sup [V ([ 1217 dr) ]
0<t<T 0

{ sup
0<t<T

IN

CE

et par suite, comme ab < a?/2 + b?/2,

T
E[ sup T} < (E[ sup |Yt|2] +E / |ZT||2dr]>.
0<t<T 0<t<T 0
Or cette derniére quantité est finie par hypothése; d’ou le résultat. O

2. Le cas Lipschitz

2.1. Le résultat de Pardoux—Peng. Dans ce paragraphe, nous allons montrer un premier
résultat d’existence et d’unicité qui sera généralisé au chapitre suivant. Ce résultat est di a E.
PARDOUX et S. PENG [PP90]; c’est le premier résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR
dans le cas ou le générateur est non-linéaire.

Rappelons pour la derniére fois que f est définie sur [0,7] x © x R* x R¥*? 3 valeurs dans
R*, telle que, pour tout (y,z) € R* x R**? le processus {f(t,y,2)}gc;<p SOt progressivement
mesurable. On considére également ¢ une variable aléatoire, Fr—mesurable, a valeurs dans R¥.

Voici les hypotheses sous lesquelles nous allons travailler.

(L) Il existe une constante A telle que P—p.s.,
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1. condition de Lipschitz en (y, z) : pour tout ¢, y, v/, z, 2/,
[f(ty2) = f&y 2 < Ay =o'+ 12 =25

2. condition d’intégrabilité :

E

T
o+ [ |f(7“,070)2dr] <
0

Nous commengons par un cas treés simple, celui ou f ne dépend ni de y ni de z i.e. on se donne
¢ de carré intégrable et un processus {F}}o<;<7 dans M?(RF) et on veut trouver une solution de
I'EDSR

T T
Yt:u/ Frdrf/ Z,.dW,, ~ 0<t<T. (2
t t

Lemme 4. Soient & € L2(Fr) et {F;}o<i<r € M2(R¥). L’EDSR (2) posséde une unique solution
(Y, Z) telle que Z € M2,

Démonstration. Supposons dans un premier temps que (Y, Z) soit une solution vérifiant Z € M2,
Si on prend 'espérance conditionnelle sachant F;, on a nécessairement,

}Q:E<£+/tTFrdr']-'t>.

On définit donc Y a l'aide de la formule précédente et il reste a trouver Z. Remarquons que,
d’apres le théoreme de Fubini, comme F' est progressivement mesurable, f(f F,. dr est un processus
adapté a la filtration {F;}icjo,7); en fait dans S? puisque F est de carré intégrable. On a alors,

pour tout ¢ € [0, 7],
T t t
Y, =E 5+/ Frdr‘]-"t f/Frdr::Mtf/Frdr.
0 0 0

M est une martingale brownienne ; via le théoréme de représentation des martingales brow-
niennes on construit un processus Z appartenant a M? tel que

t t t
Yt:Mt—/ Frdr:Mo—l—/ ZTdWT—/ F.dr.
0 0 0

On vérifie facilement que (Y, Z) ainsi construit est une solution de P'EDSR étudiée puisque
comme Yp = &,

t t T T
YV, - ¢ = M0+/ZrdWr—/Frdr— M0+/ ZTdWT—/ F, dr
0 0 0 0
T T
= /Frdr—/ Z, dW,..
t t

L’unicité est évidente pour les solutions vérifiant Z € M2. O

Nous montrons a présent le théoréme de Pardoux et Peng.

Théoréme 5. PARDOUX—PENG 90. Sous I’hypothése (L), 'EDSR (1) posséde une unique solution
(Y, Z) telle que Z € M2,
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Démonstration. Nous utilisons un argument de point fixe dans ’espace de Banach B? en construi-
sant une application ¥ de B? dans lui-méme de sorte que (Y, Z) € B2 est solution de 'EDSR. (1)
si et seulement si c’est un point fixe de W.

Pour (U, V) élément de B2, on définit (Y, Z) = ¥(U, V) comme étant la solution de 'EDSR :
T T
Yt=€+/ f(nUM/r)dr—/ ZpdW,,  0<t<T.
t t

Remarquons que cette derniére EDSR posséde une unique solution qui est dans B2. En effet,
posons F,. = f(r,U,,V,). Ce processus appartient & M? puisque, f étant Lipschitz,

[E] < [f(r,0,0)[ + AU + AV ],

et ces trois derniers processus sont de carré intégrable. Par suite, nous pouvons appliquer le
Lemme 4 pour obtenir une unique solution (Y, Z) telle que Z € M2. (Y, Z) appartient a B? :
I'intégralité de Z est obtenue par construction et, d’aprés la Proposition 2, Y appartient a SZ.
L’application ¥ de B? dans lui-méme est donc bien définie.

Soient (U, V) et (U’, V') deux éléments de B% et (Y, Z) = ¥ (U, V), (Y',Z") = ¥(U’,V'). Notons
y=Y —-Y etz=7Z-27'.0na,yr =0et
dyy = —{f(t,Up, Vi) — f(t, U/, V) } dt + z dAW,.

On applique la formule de 1t6 & e®|y;|? pour obtenir :

d (eat‘yt|2) = aeat|yt|2 dt — 2€atyt At UL V) — [t Utl> Vt/)} dt + Qeatyt ~ 2 dWy + f3at||zz:||2 dt.

Par conséquent, intégrant entre ¢t et T', on obtient
T T
e“t|yt|2+/ |z P dr = / e (—aly | + 2y, - {f(r,U., V;) — f(r, UL, V))}) dr
t t

T
—/ 2e*"y,. - 2z AW,
t

et, comme [ est Lipschitz, il vient, notant u et v pour U — U’ et V — V' respectivement,

T T T
ey, )? +/ e ||z, ||? dr < / " (—Oz|yr|2 + 2Myr | [ur] + 2X|yp | [Jop ) dr — / 2e“ "y, - 2z AW
¢ ¢

t

Pour tout € > 0, on a 2ab < a?/e + b?, et donc, I'inégalité précédente donne

T T T
ey |* + / e ||z |2 dr < / e (—a+ 2\ /e) |y, |* dr — / 2e"yy -+ zp AW,
t t t

T
te / e (Jup 2 + o 12) dr,
t

T
et prenant a = 2)?/¢, on a, notant R. = 5/ e (|ur|® + ||v.||?) dr,
0

T T
vt € [0,7), eat|yt|2—|—/ eo”Hz,.HergRe—Q/ Ty 2y dW,. ()
t t

D’aprés le Lemme 3, la martingale locale { f(f [ T dWT} 011 est en réalité une martingale
telo,T

nulle en 0 puisque Y, Y/ appartiennent & S? et Z, Z' appartiennent a M?2.
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En particulier, prenant ’espérance — ce qui fait partir 'intégrale stochastique via la remarque
précédente —, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

T
E / ear||zr||2 dr
0

Revenant & I'inégalité (3), les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle —,

<E[R]. (4)

T 1/2
Bl sw el < BIRI+CE|( [ @iyl ar)
0<t<T 0
T 1/2
< BRI+ CE | sup eyl ([ e lafPar) .
0<t<T 0

puis, comme ab < a?/2 + b2 /2,

1 C?
E [ sup eat|yt|2} <E[R]+-E [ sup eo‘t|yt2} 4+ —E
0<t<T 2 lo<t<T 2

: ]
/ |2, |12 dr
0 -

Prenant en considération l'inégalité (4), on obtient finalement

E
0<t<T

T
sup e |y|? + / e ||z |1? dr] < (3+C*HE[R.],
0
et par suite, revenant a la définition de Ry,

1) <e(3+C*)(1VT)E

T
sup e®lyf? + / e 2 |12 dr
0<t<T 0

T
sup eat|ut\2+/ eo‘r||v,.||2dr1.
0<t<T 0

Prenons ¢ tel que (34 C?)(1VT) = 1/2, de sorte que I'application ¥ est alors une contraction
stricte de B2 dans lui-méme si on le munit de la norme

1O V)llo =E

T 1/2
sup e‘”lUt\2+/ ewllVrll2dr1 )
0<t<T 0

qui en fait un espace de Banach — cette derniére norme étant équivalente a la norme usuelle
correspondant au cas a = 0.

¥ possede donc un unique point fixe, ce qui assure l'existence et I'unicité d’une solution de
I'EDSR (1) dans B2.

On obtient ensuite une unique solution vérifiant Z € M? puisque la Proposition 2 implique
qu'un telle solution appartient a B2. O

Remarque. A partir de maintenant et sans plus insister, Pexpression « la solution de 'EDSR »
signifiera la solution de 'EDSR vérifiant Z € M2.

2.2. Le role de Z. Nous allons voir que le role de Z, plus précisément celui du terme ftT Z,. dW,
est de rendre le processus Y adapté et que lorsque ceci n’est pas nécessaire Z est nul.

Proposition 6. Soit (Y,Z) la solution de 'EDSR (1) et soit T un temps d’arrét majoré par T.
On suppose, outre Uhypothése (L), que & est Fr—mesurable et que f(t,y,z) =0 dés que t > 7.

Alors Yy =Yipr et Zy =0 sit > 1.
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Démonstration. On a, P-p.s.,
T T
Y, :5+/ f(r,YT,ZT)dr—/ ZodW,, 0<t<T,
t t
et done, pour t = 7, comme f(t,y,z) =0 dés que t > 7,

T

T T
YT:£+/ f(r,Yr,Zr)dr—/ zrdvvr:g—/ 2. dWW,.

11 vient alors Y, = E(¢|F,) = £ et par suite fTT Z.dW,. =0 d’ou l'on tire que
T 9 T
E (/ ZrdWT) —E / 1Z, |2 dr| =0,

et finalement que Z,1,>, = 0.
Il s’en suit immédiatement que, si t > 7, Y; = Y., puisque par hypothese,

t t
Vo=Yi+ [ g Yezydr - [ Zeaw, =viso-o,
ce qui termine la preuve. O

Notons que dans le cas ou £ et f sont déterministes alors Z est nul et Y est la solution de
I’équation différentielle
dYy
— = f(t,Y;,0), Yr =¢.
7 =7 (t,¥%,0) T=¢
2.3. Une estimation a priori. Nous finissons ce paragraphe en donnant une premiére estima-
tion sur les EDSR : il s’agit en fait d’étudier la dépendance de la solution de 'EDSR par rapport aux
données qui sont ¢ et le processus {f(¢,0,0) }o<i<7. Cette étude sera reprise au chapitre suivant.

Proposition 7. Supposons que (&, f) vérifie (L). Soit (Y, Z) la solution de 'EDSR (1) telle que
Z € M2. Alors, il existe une constante C,, universelle telle que, pour tout 3 > 1 4 2\ + 2A?,

T
El sup eﬁt|Yt|2+/ P Zy)?dt| < CLE .
0

T
AT + / ¢ £(£,0,0)[2 dt
0<t<T 0

Démonstration. On applique la formule de It6 & e%*|Y;|? pour obtenir :

T T T
SN [ IZ e = IR [ (AN 2V, S Z) e [ 27, 2,
t t t

Comme f est A-Lipschitz, on a, pour tout (¢,y, 2),
2y f(t,y,2) < 2yl |£(£,0,0)] + 2Aly[* + 2Aly] [|=]),
et donc utilisant le fait que 2ab < ea® + b2 /e pour € = 1 puis 2,
2y f(t.y.2) < (L+ 20+ 22)[y[* + | (2,0,0)* + [|2% /2.

Pour 8 > 1+ 2)\ + 2A? on obtient, pour tout ¢ € [0, T],

1 T T T
SWP g [ Iz < TR+ [0 dr -2 [ Y, zaw,. ()
t 0 t
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La martingale locale {fot ey, Z,.dW,, t € [O,T]} est une martingale — cf. Lemme 3. En

particulier, prenant 1’espérance, on obtient facilement, pour ¢ = 0,

T
E / e’ .| dr
0

Revenant & I'inégalité (5), les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle —,

T 1/2
([ ermpizpar)”].
0

<2E

T
66T|€|2+/ eﬁrlf(T,O,O)sz]-
0

E[ sup eﬁt|Yt|2} <E +CE

T
AT + / 7 £(r,0,0)[2 dr
0<t<T 0

D’autre part,

T 1/2 T 1/2
CE |( / Y212, dr ) ] < CE| sup /2y ( / 12, dr) ]
0 0<t<T 0
1 C? r
< E[sup eﬁt|Yt|2}+E / PN Z, | dr |
2 |o<t<T 2 0

Il vient alors,

T
E[ s eﬂtmﬂ <9E leﬁ%% | enseoopar
0<t<T 0

T
+C?E [/ eﬁr||ZT||2dr] ,
0

T T
E [ sup e’V [? +/ eﬁr||Zr||2dr] <2(2+C*E [65T|§|2+/ eﬁr|f(r,0,0)|2dr] ,
0 0

0<t<T

et finalement on obtient

ce qui termine la preuve de la proposition prenant C,, = 2 (2 + C’Q). O

3. Théoréme de comparaison

3.1. EDSR linéaires. Dans ce paragraphe nous étudions le cas particulier des EDSR linéaires
pour lesquelles nous allons donner une formule plus ou moins explicite.

On se place dans le cas k = 1; Y est donc réel et Z est une matrice de taille 1 x d c’est a dire
un vecteur ligne de dimension d.

Proposition 8. Soit {(a, bt) }ieo, 1) un processus d valeurs dans RxR?, progressivement mesurable
et borné. Soient {c;}ieo0,1) un élément de M2(R) et & une variable aléatoire, Fr—mesurable, de carré
intégrable, a valeurs réelles.
L’EDSR linéaire
T T
i+ [ aYor zboveydr- [ z.am,,
t t

posséde une unique solution qui vérifie :
T
vt € (0,77, Y, =7 'E [T +/ eIy dr ‘ F
t

avec, pour tout t € [0,T],

t 1 t t
Ft:exp{/ br.derf/ |br|2dr+/ ardr}.
0 2 0 0
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Démonstration. Commencons par remarquer que le processus I' vérifie :
dFt = Ft (at dt + bt . th) 5 FO =1.

D’autre part, comme b est borné, I'inégalité de Doob montre que I' appartient a S2.

De plus, les hypothéses de cette proposition assure I’existence d’une unique solution (Y, Z) a
PEDSR linéaire; il suffit de poser f(t,y,2) = aiy + zb; + ¢; et de vérifier que (L) est satisfaite. ¥
appartient & S? par la Proposition 2.

La formule d’intégration par parties donne
dFth = Ft dYVt + Yt dFt + d<F7 Y>t = —FtCt dt + FtZt th + Fthbt . th,

ce qui montre que le processus I';Y; + fot ¢ Iy dr est une martingale locale qui est en fait une
martingale car ¢ € M? et I', Y sont dans S2.

t T
I.Y; +/ ¢;Tydr =E (FTYT +/ T, dr ‘ ;Et> ,
0 0

ce qui donne la formule annoncée. O

Par suite,

Remarque. Notons que si & > 0 et si ¢; > 0 alors la solution de PEDSR linéaire vérifie Y; > 0.
Cette remarque va nous permettre d’obtenir le théoréme de comparaison au paragraphe suivant.

Pour illustrer ce résultat prenons le cas ou a et ¢ sont nuls. On a alors

mzxa(gexp{/fbr.dwr—;/tT|br|2dr}|ft) ~E(¢| 7).,

ou P* est la mesure de densité par rapport a P

T 1 T
LT:exp{/O br-dWT—i/O |br|2dr}.

Une autre fagon de voir cela, plus dans l’eslgrit « probabilité risque neutre », est de regarder
I'EDSR sous P*. En effet, sous P*, By = W; — | b, dr est un MB — c’est le théoréme de Girsanov.
Or I’équation peut s’écrire

—dY—t = tht dt - Zt th == —Zt dBt, YT == f

Donc, sous P*, Y est une martingale, ce qui montre aussi la formule.

On retrouve ainsi les changements de mesures de probabilité du type « transformation de
Girsanov ».

3.2. Théoréme de comparaison. Ce paragraphe est consacré au « théoréme de comparaison »
qui permet de comparer les solutions de deux EDSR (dans R) dés que l'on sait comparer les
conditions terminales et les générateurs. Ce théoréme est dii a origine & S. PENG [Pen92].

Théoréme 9. Supposons que k =1 et que (&, f), (&, ') vérifient Uhypothése (L). On note (Y, Z)
et (Y', Z") les solutions des EDSR correspondantes. On suppose également que P—p.s. € < &' et que
f&, Yy, Z) < f(t, Y, Z:) m @ P—p.p. (m mesure de Lebesgue). Alors,

P —p.s., Yt € [0, 7], Y; <Y/

Si de plus, Yo =Yy, alors P—p.s., Y, =Y/, 0<t <T et f(t,Ys, Z:) = f'(t, Y2, Z) m@P—p.p. En
particulier, dés que P (£ < &) >0 ou f(t,Ys, Z;) < f'(t,Y2, Zy) sur un ensemble de m @ P—mesure
strictement positive alors Yy < Yy .
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Démonstration. La preuve s’effectue par linéarisation ce qui permet de se ramener aux EDSR
linéaires. On cherche une équation satisfaite par U = Y’ —Y ;onanotant V = Z' — Z et ( = ' —&,

T T
Ut:€+/t (f/(TaY;IaZ:-)_f(TaY;7ZT))dT_/t V;‘dWr

On découpe 'accroissement des f en trois morceaux en écrivant

f/(rv Yr/a Z;) - f(rv Yrv Zr) = f/(’ra Yr/7 Z;") - f/(ra Y;“a Z;) + f’(?“, }/T’ Z;) - fl(T7 }/T’ ZT)
+f'(r, Y, Zp) — f(r, Y, Z:) (qui est positif ici).
On introduit deux processus a et b : a est a valeurs réelles et b est un vecteur (colonne) de
dimension d. On pose :

f’(’l’, lev qu") — f/(,r’ YT’ Z;)
ar = U )

si U, #0, et a, =0 sinon.

Pour définir b, on doit introduire une autre notation : pour 0 <1 < d, Zﬁi) est la ligne dont les
d — i derniéres composantes sont celles de Z/ et les ¢ premiéres celles de Z,.. Pour 1 < i < d, on
pose

(e zY) - (v 20)

b;. Vi , st VE#0, et b =0 sinon.

Remarquons que, puisque f’ est Lipschitz, ces deux processus sont progressivement mesurables
et bornés. Avec ces notations, on a,

T T
M:<+/(ww+wm+mm»/‘wwm
t t

ou ¢, = f'(r,Yy, Z.) — f(r,Ys, Z,). Par hypothése, on a ¢ > 0 et ¢, > 0. Utilisant la formule
« explicite » pour les EDSR linéaires — Proposition 8 —, on a, pour t € [0, T],

ft)v

T 1 T T
FT:exp{/ bu'qu_i/ |bu|2du+/ audu}.
0 0 0

Comme déja mentionné lors de la remarque suivant la Proposition 8, cette formule montre que
Ui >0,desque ( > 0 et ¢ >0.

Pour la seconde partie du résultat, si de plus Uy =0 on a :

T
0=E (CI‘T —|—/ [ dr) ,
0

et la variable aléatoire intégrée est positive. Par conséquent, elle est nulle P—p.s. ce qui termine la
preuve de ce théoréme en remarquant que dans ce cas ( =0 et ¢, = 0. O

T
mnlE@m+/cmmr
t

avec, pour 0 <r < T,

Remarque. On peut supposer que f(t,Y/,Z}) < f'(t,Y/,Z}) au lieu de f(¢,Y:, Z:) < f(t,Y:, Z)
pour obtenir le résultat précédent. Il suffit de faire une linéarisation en partant de ’écriture
f/(T’Yr/7Z7,“) - f(TaYTvZ’P) = f/(’l"7 YT/?Z':) - f(’l", YT/?Z':) (SuppOSé pOSltlf lCl)
+f(ra }/7‘/7 Z':) - f(ra YI‘) Z7l') + f(T7Y;”7 Z;) - f(ra Yl‘a Z’I‘)



3. THEOREME DE COMPARAISON 11

3.3. Modéle de Black—Scholes. Le modéle de Black—Scholes conduit a un exemple d’EDSR
linéaire. Prenons le cas le plus simple. On a se place dans un marché financier sur lequel on a une
action dont le prix d’une part est régi par 'EDS

dSt:St(ﬂdt+O'th), SOZI,
ou pu € R, 0 > 0; le parameétre o s’appelle la volatilité. On a, pour tout ¢ > 0,

S; = xexp {O'Wt + (p— 02/2)t} )

Parallelement a cette action, on a un placement sans risque — disons un livret de Caisse d’épargne
pour fixer les idées — dont le taux de rendement est constant, égal a r; le prix d’une part est donné
part

dE; =rE dt, FEy=yvy, ie. Ey,=ye™.

Une stratégie est la donnée d'un couple de processus, (p, g )1>0, adapté par rapport a la filtra-
tion du MB W ; ¢; représente le nombre de parts d’actif sans risque et p; celui d’actif risqué i.e. le
nombre d’actions détenues dans le portefeuille a I'instant t. La valeur du portefeuille est donc, a
I'instant t,

Vi = qi By + piSt.

On ne considére que des stratégies autofinancées ce qui se traduit par le fait que I’évolution de
la valeur du portefeuille est décrite par

dVy = @ dEy + pe dSy = rqu By dt + piSe(p dt + o dWy).
Or ¢:E; = V; — piS; et donc, on a, notant m; = p;S; — la somme d’argent détenue en actions —
dVy = rVidt + mo(p — 1) /o dt + mo dWy,
soit encore notant Z; = mo et = (u— r)/o le « risk premium »,

Un probléme fréquent en finance consiste a donner un prix aux options. Une option européenne
d’achat, un « call », de maturité T et de prix d’exercice K est un contrat qui donne le droit mais
non l'obligation a son détenteur d’acheter une part de I'action au prix d’exercice K a la date T
Le vendeur de 'option s’engage donc & payer a son détenteur la somme (S7 — K)* qui représente
le profit que permet I’exercice de 'option. Plus généralement on peut imaginer un actif contingent
dont le bénéfice est une variable aléatoire positive { qui dépend de (S¢)o<i<7- A quel prix v vendre
I’option ? Le vendeur doit s’assurer qu’en vendant I'option a ce prix a la date ¢t = 0, il disposera de
la somme £ a la datet =T.

Pour trouver v, I'idée fondamentale est celle de duplication : le vendeur vend 'option au prix
v et investit cette somme dans le marché en suivant la stratégie (Z;)o<i<r & trouver! La valeur de
son portefeuille est régie par 'EDS

dVy = rVidt + 02, dt + Z, dWy, Vo =w.

Le probléme est alors de trouver v et {Z;}o<i<7 de sorte que la solution de ’EDS précédente
vérifie Vp = £; on dit que dans ce cas que v est le prix équitable. En d’autres termes, peut-on
trouver {(V4, Z;) bo<i<r adapté tels que :

dVy =rVidt 4+ 0Z, dt + Zy dWy, Vi =¢,

auquel cas il suffit de vendre 'option au prix v = V. Il s’agit dans ce cas de résoudre une EDSR
qui est linéaire.
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Supposons maintenant que « le régulateur du marché » veuille éviter la revente instantanée
de l'action. Il peut soit interdire formellement cette transaction soit pénaliser les investisseurs
qui se livrent a cette pratique — par exemple en leur faisant verser une somme proportionnelle a
B, =~Z; (v > 0). Dans ce dernier cas, dupliquer un actif contingent revient a résoudre 'EDSR,

dVi = (Vi + 02, —yZ; ) dt + Z, dWy,  Vp=¢.

L’EDSR n’est plus linéaire mais vérifie néanmoins ’hypothese (L). Un autre exemple d’EDSR
non-linéaire intervenant en finance est le suivant :

d‘/f:(r‘/1»+0Zt)dt+thWf7(R*T)(W*Zf/0’)7dt, VT:§

On est amené a résoudre cette derniere équation pour dupliquer un actif contingent lorsque le taux
d’emprunt est R > r.

Signalons que dans tous les exemples précédents, les stratégies sont admissibles i.e. V; > 0. Cela
résulte du théoréme de comparaison puisque £ > 0 et f(¢,0,0) > 0.
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Chapitre 3

EDSR monotones

L’objectif de ce chapitre est d’établir un résultat d’existence et d’unicité pour les EDSR s’af-
franchissant partiellement de la condition de Lipschitz en y; nous établissons également diverses
estimations pour les solutions des EDSR.

1. Position du probléme

Nous allons affaiblir la condition de Lipschitz de f dans la variable y pour la remplacer par
une condition de monotonie. Ce type d’hypothése est apparu dans Particle de S. PENG [Pen91]
pour traiter le cas des EDSR avec temps terminal aléatoire c’est a dire des EDSR pour lesquelles
on impose la condition Y, = £ avec 7 temps d’arrét. Le résultat que nous présentons ici est di a
R. DARLING et E. PARDOUX [DP97]. L’hypothése de monotonie est trés employée : elle permet,
comme déja dit, de traiter les EDSR avec temps final aléatoire, voir par exemple [Pen91, BH98] et
d’autre part d’affaiblir 'hypothése de croissance sur f en y, voir [BCO0] et surtout le résultat de
E. PARDOUX [Par99].

Considérons W un mouvement brownien d-dimensionnel défini sur un espace de probabilité
(9, F,P) complet. Soit f : [0,T] x Q x R¥ x R**4 — R¥ une fonction aléatoire telle que pour tout
(y,z) le processus {f(t,y, z) fo<i<r soit progressivement mesurable et soit £ une variable aléatoire
Fr—mesurable (F; est, comme au chapitre précédent, la filtration augmentée de W). Voici les
hypotheses de ce chapitre :

(My) 1l existe des constantes K > 0, u € R, C > 0 et un processus progressivement mesurable
{ft}o<i<r, positif, tels que, P—p.s.

1. condition de Lipschitz en z :

V(t,y), Y(z,2), [ty 2) = fty, 2 < Kz = 2|l
2. monotonie en y : pour tout ¢, z,

Vy.y), (=) (flty.2) = fty'2) < ply — '
3. croissance linéaire en (y, z) :

4. continuité en y : pour tout (¢, z), y — f(t,y, z) est continue;

5. & est Fp—mesurable et

E

T
|g\2+/0 ffdt] < .
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Remarque. On peut signaler tout d’abord que si y — f(y) est K—Lipschitz alors f est monotone
avec u = K. Par contre, la fonction réelle y — —+/yT est monotone avec 0 pour constante p mais
n’est pas Lipschitz.

Notre objectif est a présent d’étudier I’existence et 1'unicité des solutions de 'EDSR

T T
Yt:§+/ f(r,Yr,Z,«)dr—/ Z.dW,. 0<t<T, (1)
t t

lorsque (&, f) vérifie ’hypothése (My).

Remarquons ensuite que sous ’hypothése (My), si (Y, Z) est solution de PEDSR (1) alors YV
appartient & S? dés que Z appartient a M2. C’est une conséquence directe de la Proposition 2.2.

2. Estimations a priori

Dans ce paragraphe nous allons donner plusieurs estimations « a priori » concernant les solutions
des EDSR. Ces estimations traduisent la dépendance de la solution d’une EDSR par rapport aux
parameétres d’entrée i.e. le générateur et la condition terminale. Nous présentons ici des estimations
qui font intervenir des constantes universelles (plutot que des constantes dépendant de T') ce qui
peut s’avérer utile dans certains cas. Ce type d’estimations semble étre apparu a la suite d’un
travail de R. BUCKDAHN, M. QUICAMPOIX et A. RascaNu [BQR97]. D’autres estimations &
priori étaient présentes dans les versions préliminaires de ’article de N. EL KArROUI, S. PENG et
M.-C. QUENEZ [EKPQ97]. Rappelons que nous notons B? I'espace de Banach S? x M?2.

Proposition 1. Soit ¢ € L%(Fr). Supposons qu’il eviste des constantes u, K et un processus
{fiYo<t<T appartenant ¢ M?(R") tels que, P—p.s.

Y(ty,2), oy Sty 2) <yl fo+ plyl? + Kyl |21
Soit (Y, Z) € B? solution de I’EDSR (1). Alors, il existe une constante universelle C,, telle que

T 2
eaT|£|2+ (/ eat/2ft dt)
0

avec a = 2(p + K?). De plus, on a, pour tout t € [0,T], notant v = 1+ 2u + K2,

E

)

T
sup e"t|Y}|2—|—/ e Z,||?dt| < C,E
0<t<T 0

T
il <E (e“T“W + / U f2ar | ﬁ) :
t

Remarque. Si f vérifie Phypothése (My), on peut prendre f; = [f(¢,0,0)]. On peut également
noter, pour le second point, que dés que & et f; sont bornés par une constante M,

SUPo<¢<T |Yt|2 < M? C(% T)-

On peut toujours prendre C(v,T) = (1 + T)67+T et siy>1,C(y,T) = 2e"T convient aussi.
Cette remarque nous servira pour établir I'existence des solutions sous (MY); elle est due
initialement & S. PENG [Pen92].

Démonstration. On applique la formule de Itd & e%|Y;|?, a étant un réel, pour obtenir :

T

T T
e‘”|Yt|2+/ ear||ZT|\2dr:e“T\§|2+/ e (—alY, > +2Y, - f(r,Y;, Z,)) dr—/ 2e""Y,. - Z, dW,..
i t t

Par hypotheése, on a, pour tout (¢,y, z),

2y - f(t,y,2) <2yl fo + 2uly|® + 2K]y| ||z,
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et on utilise le fait que 2ab < ea® + b? /e pour tout € > 0.
Pour la deuxieéme partie de la proposition, on utilise I'inégalité
2y f(ty,2) < (L+ 20+ K2y + f7 + 12>

Si on prend a =y = 1+ 2p + K? on obtient, pour tout ¢ € [0, T},
T T
Y ? < e e)? +/ " fE dr — 2/ Y, - Zp W,
t t

Un argument utilisé plusieurs fois déja montre que la martingale locale { fot ey, - Z, dWT.} o
telo,T
est en réalité une martingale uniformément intégrable. Il reste a conditionner par rapport a F;

pour obtenir la seconde partie de la proposition.
Pour la premiére partie, on commence par écrire

2y~ f(t,y,2) < 2(u+ K*)|yl* + 20yl fo + [|2]%/2,
puis on prend a = a = 2(u + K?) pour obtenir

T

1 T T
eat|m2+§/ ewHZr||2dr§e°‘T\§|2+2/ e‘”\Yr\frdr—2/ Y, - ZpdW,.  (2)
i 0 t

En particulier, prenant l’espérance — ce qui fait partir 'intégrale stochastique via la remarque
précédente —, on obtient facilement, pour ¢t = 0,

T
E [/ || 2|2 dr
0

Revenant a I'inégalité (2), les inégalités BDG fournissent — avec C' universelle —,

T 1/2
(/0 Y 2 12,2 dr ) ]

<2E

T
e*Tig? +2/ eo”"|YT|der] .
0

T
]E{ sup eat|Yt|2] <E leaT|g|2+2/ e"|Y,| frdr| + CE
0

0<t<T

D’autre part,

T 1/2
CE [(/ 27|, |2 ||ZT||2dr> ]
0

IN

CE

T 1/2
sup e yi| ([ ez, P ar)
0

0<t<T
T
/ eO‘THZrH2 dr| .
0

T
/ |2, |2 dr |
0

T

IN

1 Cc?
]E{ sup eathF] +—E
2 |o<t<T 2

Il vient alors,

T
]E{ sup eat|Yt|2] <2E leo‘T|§2—|—2/ e Y, frdr| + C*E
0

0<t<T

et finalement on obtient

E

T
sup e*|Y;)? —|—/ || Z,||? dr ] <22+ CHE le"‘T|§|2 + 2/
0 0

0<t<T

e Y| fr dr} .

Pour finir la preuve de la proposition, il suffit de remarquer que

T
/ e Y| fr dr}
0

IN

424+ CHE 42+ C*HE

T
sup eat/2|y;t| / ear/ZfT dT]
0<t<T 0

1 T 2
QE{ sup eat|Y}|2} +8(2+C*?2E (/ /2§, dr) ,
0

0<t<T

IN



4 CHAPITRE 3. EDSR MONOTONES

pour obtenir au total

E

T
sup eat|Yt|2—|—/ eMZTHer] <16(2+ C?*)*E
0<t<T 0

eaT‘§|2_|_ (/OTear/ZfT.dr)zl .

La proposition précédente possede le corollaire important suivant.

Corollaire 2. Soient (£, f) et (&', f') vérifiant (My) avec des constantes (u, K,C), (¢', K',C") ;
soient (Y, Z) et (Y', Z') des solutions des EDSR associées telles que Z, Z' appartiennent ¢ M?. II
existe une constante universelle Cy, telle que

T
E | sup eo‘t|(5Y}|2—|—/ 62,2 dt| < C E
0

0<t<T

T 2
Mg+ ([ e s Yy 2 ) ] ,
0

avec o = 2(pu + K?) et les notations classiques Y =Y —Y', 6Z = Z — Z', §¢ = € — £ de méme
que 6f(taya Z) = f(ta Y, Z) - fl(t7ya Z)

Démonstration. Remarquons tout d’abord que sous (My), dés que Z € M2, (Y, Z) solution de
I'EDSR de paramétres £ et f appartient a B2. Notons que (§Y,872) est solution de PEDSR de
paramétres 6¢ et g(t,y,2) = f(t,y+ Y/, 2+ Z}) — f'(t,Y/, Z]). Or, d’aprés ’hypothése (My),

+y- (f(t’ Y;‘,/a Zé) - f/(t’ Y;tlv Zé)),

d’ott Pon déduit que y - g(t,y,2) < uly|? + Kly||lz| + |y| [6f(, Y/, Z])|. 11 suffit d’appliquer la
proposition précédente pour conclure. O

Remarque. Un bon exercice consiste & montrer que sous ’hypothése de la proposition précédente,
on a, pour une autre constante universelle C,,

T
E | sup eﬁt|Y}|2+/ P Zy|?dt| < CLE
0

0<t<T

T
TIEl? + / o dt} :
0

avec 3 =1+ 2(u + K?). 1l suffit de s’inspirer de la Proposition 2.7. La remarque vaut aussi pour
le Corollaire 2.

3. Existence et unicité sous (My)

Nous allons a présent nous intéresser a ’existence et I'unicité de solutions de notre EDSR sous
(My). La démonstration de ce résultat est plus délicate; elle se décompose en deux étapes : tout
d’abord nous traitons le cas d’un générateur f indépendant de z, puis nous utilisons un argument
de point fixer pour traiter le cas général. La premiére étape est de loin la plus difficile.

3.1. Le résultat. Dans un premier temps nous admettons le résultat lorsque f ne dépend que
de y et nous en déduisons le théoréeme général.

Proposition 3. Sous (My), pour tout processus V € M?, ’EDSR
T T
Yrt :f‘f'/ f("",Yr,VT)dT—/ ZrdWr, OStST,
t t

posséde une unique solution telle que Z € M2,
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Muni de cette proposition, nous démontrons le résultat principal de ce chapitre.

Théoréme 4. Sous (My), ’EDSR (1) posséde une unique solution telle que Z € M?2.

Démonstration. L unicité est évidente : il suffit en effet d’appliquer le Corollaire 2. Pour I'existence
nous utilisons un argument de point fixe basé sur la proposition précédente. Pour (U, V) élément
de B2, notons (Y, Z) = ¥(U,V) la solution de PEDSR de la proposition précédente. ¥ est une
application du Banach B? dans Iui méme. Si (Y’,Z’) = ¥(U’,V’), les estimations & priori — cf.
Corollaire 2 — donnent, si o = 2p,

T
E[ sup |5Yt|2+/ ||5Zt||2dt1 < Cuel®TE
0<t<T 0

(/OTlf(t,Yt,Vt) —f<t,Y;,Vt’>dt)2] 7

ou 0 a sa signification habituelle. L’inégalité de Holder conduit a la majoration, comme f est

K—Lipschitz en z,
T
| avirzae
0

cette derniere inégalité montre que W est une contraction stricte si T’ est suffisamment petit et
fournit donc le résultat sous cette restriction. Dans le cas général, il suffit de subdiviser, I'intervalle
de temps [0,7] en un nombre fini d’intervalles de longueur convenable : on résout d’abord sur
[T —n,T) puis sur [T —2n,T — 1], ... O

E < CueTK?TE :

T
sup |5Yt\2+/ 162, ||* dt
0<t<T 0

3.2. Preuve de la Proposition 3. L’unicité a déja été étudiée lors du théoréme précédent. Pas-
sons maintenant aux choses sérieuses : existence. Soit donc V' € M?; notons h(t,y) = f(t,y, Vi)
On doit construire une solution pour 'EDSR

T T
Yt:§+/ h(r,YT)dr—/ Z,dW, ~0<t<T. 3)
t t

La fonction h vérifie (My) puisque :

— |h(t,y)| < hy + Clyl; ot hy = fi + K||V;|| appartient a M?;

(= y) - (h(ty) — (") < ply — y/I2

— y +— h(t,y) est continue;

— £ est de carré intégrable.

Notons tout d’abord que l'on peut supposer que u = 0 sans perte de généralité puisque (Y, Z)
est solution de 'EDSR (3) si et seulement si (Y/, Z]) = (e"Y;, e Z;) est solution de 'EDSR, de
paramétres (&',h') ou & = etT¢ et B/ (t,y) = et*h(t,e Hty) — py. Or (¢, 1) vérifie (My) avec
W =0, h} =eth et C' = C + |p|. On suppose donc que p = 0.

Etape 1: ¢ et sup, h; bornés par un réel M. On considére alors une fonction p : R¥ — R,
de classe C* dont le support est la boule unité et telle que [ p(u)du = 1. Soit n € N*. On note
pn(u) = n¥p(nu). Soit d’autre part 6,, : RF — [0, 1], C*°, telle que 0,,(y) = 1si |y| < netb,(y) =0
dés que |y| > n + 1. On définit enfin, pour n > 1,

ha(t,y) = pn * Ouh(t, ) (y) = /

R

. pn(y — w)bp (w)h(t, u)du = /

pn(w)0n(y — u)h(t,y — u)du.
Rk

Etudions d’abord les propriétés de h,. La premiére chose & remarquer est que y — hn(t,y)
est de classe C*° & support compact : en fait, h,(t,y) = 0 dés que |y| > n + 2 (pour tout (¢,w)).
De plus, d’apres I’hypothese de croissance de h, on a

WﬁwﬂS/%WWWw—wMué/mWMm+ﬂm+ﬂwmu
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et donc comme le support de p est la boule unité
[ (t,y)| < (M + C) + Clyl. (4)

En particulier, h,(¢,0) est un processus borné par M + C.

Montrons que la fonction h,, est Lipschitz en y uniformément par rapport a (¢,w) en estimant
sup, [|[Vhn(t, y)|. Si ly| > n+2, Vh,(t,y) = 0. Pour [y <n+2, on a

VA ()] < | [ Fonlw) 0aty = wittsy —w) | < [ [Fpn@] b+ Cll + Cla) s
et par suite, comme le support de p est inclus dans la boule unité, on a pour |y| < n + 2,

IVha(t.9)]| <0 {(M + C) + Clyl} /|Vp<u>| du < C'n?.

On peut donc appliquer le Théoréme 2.5, pour obtenir une unique solution (Y™, Z") dans B>
de PEDSR

T T
Ytn :g—f—/ hn(r’y;”) dr—/ Z:}dWr, 0<t<T.
t t

Comme ¢ est bornée par M, la majoration (4) permet d’appliquer la remarque suivant la
Proposition 1, pour obtenir sup,, sup, [Y;"|*> < 2(M + C)? exp{(1 +2C)T}. En fait, on peut obtenir
une meilleure estimation en remarquant que y - hy,(t,y) < (M + C)|y|. En effet, on a

Y () = / P (W)n(y — )y - Bty — u) du,

et on écrit y - h(t,y —u) =y - (h(t,y —u) — h(t,—u)) + y - h(t,—u) < 0+ |y[(M + Clu|). I suffit
alors d’intégrer en tenant compte du fait que le support de p, est inclus dans la boule unité. La
remarque de la page 2 conduit a

supsup [Y;"|* < 2(M + C) exp{T}. (5)
n t

Cette derniére propriété va jouer un réle important : la fonction h, n’est pas nécessairement
monotone dans tout l’espace (ce que l'on voulait faire au départ) mais h,, est monotone dans la
boule de centre 0 et de rayon n — 1. En effet, si |[y| <n —1,

hn(t,y):/l|<1pn(u)9n(y—u)h(t,y—u)du:‘/l<1pn(u)h(t,y—u)alu7

puisque 0, (x) = 1si |z| < n. Par suite, si [y <n—1et || <n—1, alors, comme h est monotone,
=y (ha(t,y) = hn(t,y")) = /Pn(U)(y =) (hlt,y —u) = hit,y' — ) du < 0.

Nous allons & présent montrer que la suite (Y™, Z") converge dans B2. Pour cela prenons,
m>n>1+aota=+v2(M+C)exp(T/2). La formule d'Itd donne, si on note §Y = Y™ — Y™,
0z =72m—-7Z",

T T T
\5Yt|2+/ ||6ZT||2dr:2/ 6Y}-{hm(r,Y;m)—hn(r,YT”)}dr—Q/ 8Y, - 02, dW,.
t t t

On ne peut pas appliquer directement les estimations & priori car les fonctions h,, et h, ne sont
pas globalement monotones. Toutefois, h,, est monotone dans la boule de rayon m — 1; comme
m—12>a, Y™ et Y, appartiennent a cette boule d’aprés l’estimation (5). Par suite,

8Y {hn (r, Y,™) = ho (1, Y,") } OYr Ll (r, Y,™) = hn (1, Y,") } + 0Ye { b (1, Y,") — B (r, Y, }

ly|<a

IN A
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Il vient alors,

T T T
oY + / 162, dr = 4a / Sup (Ao (t,y) — ot )| dr — 2 / 6Y, - 67, dW,.
t 0 t

ly|<a

Utilisant la méme démarche que pour les estimations a priori — on établit I’estimation pour le
terme en Z puis on emploie les inégalités BDG —, on obtient pour une constante C,

T
E | sup |6Yt|2+/ 16Z,||>dr| <CE
T 0

0<t<

T
/ sup |hm(ta Z/) - hn(tv y)| dT] :
0

lyl<a

Comme la fonction y — h(t,y) est continue, h,(¢,-) converge vers h(t,-) uniformément sur les
compacts A ® P-presque partout. De plus, d’aprés la majoration (4), on a

sup A (t,y) = hn(t, y)| < 2(M + C + Ca).

ly|<a

Le théoréme de convergence dominée de Lebesgue montre que la suite (Y™, Z") est de Cauchy
dans I'espace de Banach B2.

Soit (Y, Z) la limite de cette suite ; montrons que (Y, Z) est bien solution de 'EDSR (3). Pour
cela, on va passer a la limite terme a terme dans ’EDSR dirigée par h,. Y," converge vers Y; dans

L2 et [, tT Z dW, converge vers |, tT Z,. dW, également dans L? puisque
T
|z -zparl.
0

T 2
E“Y;n_ytﬂ SE[SuPt |Ytn_Yt|2], E“/ (Z} = Z.)dW, <4E
t

Pour finir, notons que

E

sup,

/tT (B (1, Y™) — h(r,Y;)} drﬂ

T
< 2TE / | (1Y) = B(r, Y)|? dr| + 2TE
0

/OT \h(r,Y,™) = h(r,Y,)|? dr} ;

le premier terme tend vers 0 car |hy,(r,Y,") — h(r, Y,")| < supjy <, [hn(r,y) — h(r,y)|. Le second
terme tend vers 0 car, comme la fonction h(t,-) est continue A(t,Y;") — h(t,Y;). Dans chacun
des cas les dominations sont immédiates. Ceci termine la premiere étape.

Etape 2 : cas général. Pour tout entier p > 1, définissons &P = Eligj<p, MP(t,y) = (L, y)1n,<p-
Le couple (&P, hP) vérifie les hypothéses de I’étape précédente. h? est monotone, y — hP(t,y) est
continue et

&Pl <p, PPyl <p+Clyl

L’EDSR de paramétres (£P, h?) posséde donc une unique solution dans B2, (Y?, ZP). Par monotonie,
y.hP(t,y) < |y||hP(t,0)| < ply|. La remarque suivant la Proposition 1 montre alors que sup, |Y?|? <
2p?el’. Montrons que la suite (Y?, ZP) est de Cauchy dans B2. Soit donc ¢ > p. On utilise les

estimations a priori — cf. Corollaire 2 — pour obtenir
T 2
(/ Loy [R(E YD) )|
0

T
B | sup v+ [ oz at| < C,E
T 0

0<t<

Or |h(t,YF)| < hs + C|YP| < hy + CV/2pe™/2. Par suite,

Lp,>p [M(t, V)] < (1 + C‘@eT/z) hilp,>p.
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L’inégalité de Holder fournit alors

T
E| sup wyu2+l/ 152, di
<t<T 0

0

2 T
<C,T (1 + C\/geT/Q) E l/ 1p,>pht dt] ;
0

le dernier majorant tend vers 0 puisque h; appartient a M?2.

Pour terminer la preuve de cette proposition, il reste & montrer que la limite de la suite (Y?, ZP)
est la solution de 'EDSR (3). On a

T T
YP =¢P +/ hP(r,YP)dr — / ZPAW,., 0<t<T,
t t
et comme dans ’étape précédente, (5”, Y, ftT Z}?dWT> converge vers (f, Y;, ftT ZTdWr) dans L2.
Reste a étudier la convergence de ftT h?(r,Y,P)dr vers j;T h(r,Y,.) dr. Procédant de méme que lors

de la premiére étape, on a

E

sup,

T 2
/t (WP (r, Y?) — h(r, YT)}dr‘ ]

T
< 2TE / |hP(r, YP) — h(r,YP)|* dr| +2TE
0

T
/ihMKQMnﬁWdﬂ;
0
Le premier terme est majoré par

2T (1 n C\/EeT/?)2 E

T
/ 1p,>ph? dt]
0

qui tend vers 0 comme déja dit. Pour le second terme, la continuité de h(t, -) montre que I'intégrant
|h(r,Y,P) — h(r,Y,)| tend vers 0 A ® P—presque partout. On a de plus

|h(r, YP)I? < 2 (h7 + C?|YPP?)

ce qui donne I’équi-intégrabilité puisque h, appartient & M? et Y? converge vers Y dans M?2.

On obtient donc en passant a la limite terme & terme dans L2 dans 'EDSR dirigée par (€7, hP),

T T
Y;=§+/ h(r,YT)dr—/ Z, dW,,
t t

ce qui achéve la démonstration.
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Chapitre 4

Equations différentielles stochastiques

Dans ce chapitre, nous rappelons tout d’abord le théoréme d’existence et d’unicité sur les
équations différentielles stochastiques — EDS en abrégé dans la suite du cours — puis nous nous
intéresserons au flot stochastique engendré par une EDS. Nous finirons par la propriété de Markov.

1. Le résultat classique d’It6

1.1. Définitions et notations. On se place toujours sur un espace de probabilité complet,
disons (2, F,P) et on se donne W un MB d—dimensionnel sur cet espace. On considére également
une variable aléatoire Z, de carré intégrable, et indépendante du MB W. On considére la filtration
définie, pour tout t positif, par F; = J{U{Z, We;s <t} UJ\/}.

Soit T un réel strictement positif. On considére deux fonctions b : [0,7] x R — R™ et
o :[0,T] x R* — R4 qui sont mesurables. On cherche a résoudre I'équation différentielle

stochastique :
dXt = b(t, Xt)dt + O'(t7 Xt)th, avec, XQ = Z7

comme nous allons le voir par la suite cette équation est a interpréter au sens d’une équation
intégrale, a savoir :

t t
X, =7+ / b(r, X, )dr —|—/ o(r, X, )dW,, 0<t<T. (1)
0 0

Le coefficient b s’appelle la dérive tandis que la matrice oot s’appelle la matrice de diffusion.
Précisons tout d’abord ce que nous entendons par une solution de I'EDS (1).

Définition 1. Une solution (forte) de PEDS (1), X, est un processus continu tel que :

1. X est progressivement mesurable;

T
2. Pps. / {Ib(r, X,)| + |lo(r, X,)||*}dr < oo, ot ||| = trace(oo™);
0
t t
3. Pps.,ona: X; =27 —|—/ b(r, X, )dr +/ o(r, X, )dW,, 0<t<T.
0 0

On notera S? 'espace de Banach constitué des processus X, progressivement mesurables, tels

. 1/2

que E[supg<, <7 | X¢|*] < 0o muni de la norme || X|| := E[supyc, < | X¢|] / , et 82 le sous espace

de 8? formé des processus continus. Notez que deux processus indistinguables sont identifiés et par
abus d’écriture ’espace quotient est noté de la méme fagon.

Nous finissons ce paragraphe en rappelant un résultat élémentaire assez utile pour la suite.

Lemme 2. LEMME DE GRONWALL. Soit g : [0,T] — R une fonction continue telle que, pour
tout t,

¢
g(t) §a+b/ g(s)ds, ae€R, b>0.
0

1
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Alors, pour tout t, g(t) < aexp(bt).

Remarque. Pour simplifier les calculs déja nombreux, les démonstrations seront effectuées dans le
casn=d=1.

1.2. Existence et unicité. Nous allons établir le résultat suivant, di a It :
Théoréme 3. Soient b et o deux fonctions boréliennes. On suppose qu’il existe une constante K
telle que, pour tout t € [0,T), z,y € R™,

1. condition de Lipschitz en espace, uniforme en temps :
b(t, z) = b(t,y)| + llo(t, z) — ot y)|| < K|z —yl;

2. croissance linéaire : |b(t,x)| + ||o(t, z)|| < K(1+ |z|);
3. E[|Z|?] < o.

Alors UEDS (1) posséde une unique solution (d Uindistinguabilité prés). Cette solution appar-
tient a 82 et donc a S2.

Démonstration. La preuve consiste a utiliser la méthode itérative de Picard comme dans le cas
déterministe. Une démonstration s’appuyant sur un argument de point fixe est également possible.

Pour X € 82, posons, pour tout ¢ € [0, T],
t t
(X)) =2 —|—/ b(r, X, )dr +/ o(r, X, )dW,.
0 0
Le processus ®(X) est bien défini et est continu si X € S2.
Si X et Y sont deux éléments de 83, comme (a—l—b)2 < 2a2+2b2, ona,pourtout 0 <t <u<T,
2

|2(X) — ®(Y),[” <2 sup
0<t<u

/t (b(r, X,.) = b(r, YT))dr‘2 +2 sup /t (o(r, X)) —o(r,Y;))dW,
0 0

0<t<u

Utilisant les propriétés de I'intégrale stochastique, il vient :

E[ sup |<I>(X)t7<I>(Y)t|2] < QE[(/Ou|b(r,XT)b(r,Y})|dr)1

0<t<u

+SE [ [ lotrx0) ot Y,«)Her} |
0
L’inégalité de Holder donne alors la majoration

E[ sup |<I>(X)t—cI>(Y)tﬂ < 2TE [/Ou|b(r,Xr)—b(r,Yr)‘2dr]

0<t<u

+8E l:/ HU(T7 Xr) — U(r7 Yr)H2dr:| .
0
Comme les fonctions b et o sont Lipschitz en espace, on obtient, pour tout u € [0, 7],

E{ sup |(X); — @(Y)tﬂ < 2K2(T+4)E[/ sup | X — Yt|2dr] (2)
0<t<u 0 0<t<lr

De plus, notant 0 le processus nul, on a, comme (a + b+ ¢)? < 3(a? + b + ¢?),

2
)

t
|©(0),|* <32%+3 sup ‘/ b(r, 0)dr
0

2 t
+ 3 sup ‘ / o(r,0)dW,
0<t<T 0

0<t<T
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d’oti 'on tire en utilisant 1'inégalité de Doob et la croissance linéaire de b et o,

E[OiltlgT |@(0)]"] < 3(E[2?] + K°T% + 4K°T). (3)

Les estimations (2) et (3) montrent alors que le processus ®(X) appartient a S? dés que X
appartient & S2.

On définit alors par récurrence une suite de processus de S? en posant

Xo=0, et, X" =&X"), pourn >0.

On obtient trés facilement & 'aide de la formule (2), pour tout n > 0, notant C' a la place de
2K2%(T + 4),
CnTn
= —E[ swp |x}[],
n!

E[ sup |th+1 —Xt"|2} <
0<t<T

0<t<T
soit encore, notant D le majorant de l'inégalité (3),
C7LT7L

n!

E[ sup X7+ - xpP] <D

0<t<T

Il résulte de cette derniere inégalité que

2 <D

n>0 Lt n>0

sup |th+1 — th|
0<t<T

(CT)n/Q
<VDY L <.
R E

sup |th+1 - th|
0<t<T

Ainsi, la série ) sup, ‘Xt”H —Xﬂ converge P—p.s. et donc, P—p.s., X™ converge uniformément
sur [0, 7] vers un processus X continu. De plus X € 82 puisque la convergence a lieu dans §? —
voir I'inégalité précédente. On vérifie trés facilement que X est solution de I'EDS (1) en passant a
la limite dans la définition X"+ = &(X™).

Si X et Y sont deux solutions de 'EDS (1) dans S? alors X = ®(X) et Y = ®(Y). L’inégalité (2)
donne alors, pour tout u € [0, 7],

]E[ sup }Xt—Yt|2] §2K2(T+4)/ E[ sup | X, — Yi|?|dr,
0<t<u 0 0<t<r

et le lemme de Gronwall montre que

E[ sup ‘Xt — Y}ﬂ =0,
0<t<T
ce qui prouve que X et Y sont indistinguables.

Pour montrer 'unicité des solutions de (1) au sens de la définition 2, nous devons montrer
que toute solution appartient a S? c’est a dire, comme toute solution est continue par définition,
appartient & S2.

Pour cela, considérons le temps d’arrét 7, = inf{t € [0,T], |X:| > n} avec la convention
inf ) = 4o00. Si uw € [0,t], on a

)

"ot Xr)||2er,

UNTp, 2 UNTy,
Ko <312+ s | [* 7 v xar 4 sow | [t x0aw,
0 0

0<u<t 0<u<t

Il vient alors,

B[ s [x)] < 3<E[|Z|2] +B[(f bl x,)1dr)?] + 4B /

0<u<tAT,

tA
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et utilisant la croissance linéaire de b et o, on obtient :

t
E[ _su |Xu|2}§3<]E[Z|2]+2K2T2+8K2T+(2K2T+8K2)/IE[ sup |XU|ZD_
0

0<u<tATy 0<u<rAT,
On obtient, en appliquant le lemme de Gronwall, a la fonction t — E[SUPogugmm Xuﬂ
]E[ sup |Xu|2} < 3(E[|Z|2] +2K2T? + 8K2T) exp{3(2K2T + 8K*)T?,
0<u<T ATy,
et le lemme de Fatou donne
E[ sup |Xu|2] < 3(E[|Z|2] +2K2T? & 8K2T) exp{3(2K2T + 8K*)T).
0<u<T
Ceci implique 1'unicité des solutions de 'EDS (1).
Cette remarque termine la preuve. O

1.3. Exemples. Donnons deux exemples classiques d’EDS. Le premier est emprunté au monde
de la finance. Le prix d’une action est généralement modélisé par 'EDS :

dSt = St (,Ltdt + Uth), S() dOIlIlé;

le parameétre o s’appelle la volatilité et est trés important. On montre facilement a 'aide de la

formule d’It6 que
Sy = Spexp {(u —o?/2)t + O'Wt}.

Considérons a présent 1’équation de Langevin :
dXt = —CXtdt + O'th, XO =X.

L unique solution X de cette EDS s’appelle le processus d’Ornstein—Ulhenbeck. Posons Y; = X;e¢t.
La formule d’intégration par parties donne

dY; = edX; + cet X, dt = e“todW,.

t
On a alors X; = e “'z + / =N adW,. On peut montrer que le processus X est un processus
0

gaussien et donc en particulier que X; est une variable aléatoire gaussienne. Calculons sa moyenne
et sa variance. On a

—2ct
s 1l—e

t 2 t
E[X:] =e “x, et, Var(X;) = ]E{(/ ec(s_t)adWS) } = 0‘26_20t/ e2%ds = o 5
0 0 Cc

2. Propriétés élémentaires du flot

On va travailler ici avec des conditions initiales déterministes ce qui permet de prendre comme
filtration la filtration naturelle du mouvement brownien {F}'};>0. On suppose que les fonctions
b et o vérifie les hypotheses du théoréme 3 — Lipschitz en espace et croissance linéaire. D’apres le
résultat précédent, on peut construire pour tout (s,z) € [0,7] x R™, la solution de 'EDS

t t
X" =x —|—/ b(r, X >%)dr —|—/ o(r, X%)dW,, s<t<T, (4)
et on conviendra que X;* =z si 0 <t <s.

Dans le cas déterministe, si ¢ = 0, le flot de 'équation différentielle, noté ;" dans ce cas,
posséde de nombreuses propriétés; en particulier :
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1. ;" est Lipschitz en (s, x,1);

2. pour r < s < t, )" =P

3. sis <t,z+— ¢}"" est un homéomorphisme de R™.
Dans le cas stochastique, X;** posséde aussi des propriétés du méme type. Dans le paragraphe
suivant, nous étudierons la continuité de (s, z,t) — X;*", puis le paragraphe suivant sera consacré

a la propriété de composition. Nous n’aborderons pas le point 3; je vous renvoie aux livres de H.
KuniTA [Kun84, Kun90].

2.1. Continuité. Pour démontrer les propriétés de continuité du flot, nous allons utiliser le cri-
tére de Kolmogorov (théoréme 36). Pour cela, nous devons établir des estimations sur les moments
de X;"". Les démonstrations sont un peu techniques mais ne sont pas difficiles : il s’agit souvent
d’utiliser les inégalités de Holder, de Burkholder-Davis-Gundy — BDG dans la suite — et le lemme
de Gronwall.

Proposition 4. Soit p > 1. Il existe une constante C, dépendant de T et p, telle que :

Vs [0,T], VaeR", JE[ sup |X§@|”] < c(1+ |x|”) (5)
0<t<T
Démonstration. On fait la preuve dans le cas n =d = 1.

Nous commengons par le cas p > 2. Fixons s et x. Nous notons X; a la place de X;** pour
alléger ’écriture. Dans ce qui suit C' est une constante dépendant de p et T dont la valeur peut
changer d’une ligne sur l'autre mais qui ne dépend pas de (s, z).

On a, tout d’abord,
sup [X¢P < sup |Xi[P + sup [Xi|” < |zfP + sup [X:ff;
t€[0,T] te(0,s] te(s,T] te(s,T)
il suffit donc d’établir I'inégalité pour ]E[supte[s’T] | X [7].

Comme nous ne savons pas a priori si cette quantité est finie ou non, on introduit le temps
d’arrét 7, = inf{t € [0, 7], |X¢| > n}, et on prend n > |x| de sorte que 7, > s.

L’inégalité (a + b+ c)? < 3P~1(aP + bP + cP) fournit 'estimation, pour tout u € [s, T,

UNTy, UNTp,
|Xu/\‘l'n|p < 3P1<|x|1’+ sup / b(r,Xr)dr + sup ‘/ >
s<u<t s s<u<t
tATy p UNTp P
< 3p1(|x|17+</ |b(7’,Xr)}dT) -+ sup / o(r, X,)dW, )
s s<ust!'Js

L’inégalité de BDG conduit a :

o s (] <o (i e [( [ pexolar)’] <[ [ ot xoRar) ")),

et utilisant 'inégalité de Holder (p/2 > 1), on a, notant p* le conjugué de p et ¢ celui de p/2,

tATh tATh
]E[ sup ’XUH <C <x|p+Tp/P*E{/ |b(r, XT)|pdr} —|—TP/2‘1E[/ |o(r, XT)|pdr}) .

s<u<tAT,

De plus, comme b et o sont a croissance linéaire, on a :

tATn tATH tATn
EU |b(r,Xr)|”dr} nglE[/ (1+|Xr|)pdr} < C(HEU |Xr|Per,
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tATH t
E[/ |b(r, Xr)|pd7‘] <C (1 + ]E{/ sup |Xu|pdr}) ;
s s s<ulrATy,

et la méme inégalité est valable pour le terme en o.

et donc

Par suite, on obtient :

t
E[ sup ]Xu|p}§0<1+|x”+/ﬂi[ sup |Xu”}d7")7

s<U<tAT, s<urAT,

ou C ne dépend pas de n. Le lemme de Gronwall donne alors, pour tout n,
E[sup,cucrnr, [Xul’| <€+ I2P?).
On fait tendre n vers 'infini et on applique le lemme de Fatou pour avoir :
E[SUPsgugT |Xu’p} < C(1+|z),

ce qui termine la preuve dans le cas p > 2.

Si maintenant 1 < p < 2 alors 2p > 2 et I'inégalité de Holder donne

1/2
E[ sup |x.["] < (E[ sup IXuIQ”D < CV2 (14 Ja) ',
s<u<T s<u<T

ce qui conduit 4, notant que va + b < \/a + Vb,

E[ swp [X,["] <CV2(1+ [ap?).
s<u<T

Cette derniére inégalité termine la preuve de cette proposition. O

Nous savons a présent que la solution de 'EDS a des moments de tout ordre ; nous montrons
une estimation du méme type pour les moments des accroissements de X.

Proposition 5. Soit 2 < p < oco. Il existe une constante C telle que, pour tout (s,z),(s',z")
appartenant ¢ [0,T] x R™,

114:[ sup | X — X;’»zﬂ < C’(|a: — 2Pt |s— S P21+ |x’|p)). (6)
0<t<T

Démonstration. Fixons (s,xz) et (s',2"). Trivialement,
20— X < T (X X X - X

de sorte que nous montrons l'inégalité pour chacun des deux termes précédents.

Commencgons par le premier, | X" — X; ' [P. Tl est inutile de prendre un temps d’arrét car la
proposition précédente nous dit que I'espérance du sup en ¢ est fini. On a

’ ’ ’
s, & s,z |p s, yvs,x|p s, ¢ ys,x|p
sup |X; X0 P < sup | X, X P+ sup |X, X0 P,
te[0,T] te(0,s] te(s,T)

de sorte que

sup |X;T - XPUPP <z -2/ osup |XT - X0
te[0,T) tes, T

par suite, on s’intéresse seulement au second membre de cette inégalité.
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Pour tout w € [s,T], on a :

t
’ ’ p
xem - xep < v (lem e ([ e - ot xear)

)

Les inégalités de BDG et de Holder conduisent a 'inégalité, notant p* le conjugué de p :

+ sup
uE[s,t]

/ (o(r, X3%) — o(r, X% ))dW,

t
E| sup [Xp7 - xpp| < C’(|x — P+ TP/P*IE[/ [b(r, X3) = b, X3 )" ar|
S

u€[s,t]
—HE[(/t lo(r, X3") — o (r, Xf’x/)|2dr)p/2}>.

Utilisant une fois encore 'inégalité de Holder, on obtient, notant ¢ le conjugué de p/2,

! 8,T s,z’\ |2 p/2 /2 ‘ S,T s,z’\|P
E[(/ lo(r, X3%) —o(r, X3 dr> ] <TP qE[/ lo(r, X3%) —o(r, X)) dr};

b et o étant Lipschitz, 'inégalité précédente donne
t
E[ sup |X2% — X537 |p] < C<|x —a|P —|—/ E{ sup | X3 — X3* |p} dr).
u€[s,t] s u€(s,r]

Le lemme de Gronwall donne alors — en changeant C' —

E[ sup | X" — Xj’w/\p} < Clz —2'|P.
u€[s,T|

! ’ ’
I reste & étudier le terme E[sup, | X, — X;"* [P]. On suppose, sans perte de généralité, que
s < s’ et on coupe en trois morceaux i.e.

s,x’ s'x’ s,x’ s'x’ s,x’ s'x’ s,x’ s'x!
sup | X" — X7 [P < osup [ XU - X0 P+ osup XU - X0 P osup XG0T - X PP
t€[0,T) teo0,s] te(s,s’] tels’,T]

d’ott 'on déduit que

s,x’ s’ s,z / s,x’ s’
sup | X" =X P < sup | X =2 P+ sup |XT — X7 |P.
t€[0,T] tels,s’] te(s’,T]

Pour le premier terme du membre de droite de I'inégalité précédente, on a,

IE[ sup |th’m, f:c'|p} < ort <E[(/S, |b(r,Xﬁ*z')’dT)p] JrE[ sup

te(s,s’] te(s,s’]

¢
/ o(r, Xﬁ’x/)dW,«

p:| >
L’inégalité de Holder et la majoration (5) (proposition 4) donnent, utilisant la croissance linéaire
de b,

’

E[(/ |b(r,X;f"r/)|dr)p] < (s —s)pIE[ sup |b(u,XZ’z/)|p} < OTP2|s — P2 (1 + |2/ ]P).

u€(s,s’]

D’autre part, 'inégalité de BDG, donne

]

’

]E[(/: |o(r, Xﬁ’w')|2dr>p/2]

(s’ —s)p/QE[ sup ‘a(u,XZ’I,)‘p],

u€ls,s’]

IN

]E{ sup

tels,s’]

t
/ o(r, X5 ) dW,

IN



8 CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES

et, via la croissance de o et 'estimation (5), on obtient

t ’ p
E[ sup / o(r, X% )dW, } < Ols—s'|P2 (1 +|2'|P).
te(s,s’] s
Finalement,
E[ sup X0 = X7 P] < Cls = 512 (14 '), (7)
te(s,s’]

Etudions pour finir le terme E[supse(s 1) |Xf’m/ - th,’z,|p]. Remarquons que, pour ¢ € [/, T7,

t t
X7 = X +/ b(r,Xf’xl)dr—&—/ o(r, X3 )dW,,

v s/

t t
X, = x'—|—/ b(r,Xﬁl’I/)dr—F/ o(r, X% )dW,..

’

On a done, pour tout u € [s', 1],
t
|xo™ - x )P < et (|Xj,’“’ — /" + / |o(r, X3") = b(r, X:'vz’)ydr)p

p
r )

et un calcul désormais familier, utilisant les inégalités de Holder, et de BDG, conduit &, via la
majoration (7) et le fait que b et o sont Lipschitz,

+ Sup ‘/ r, X5 —O’(T,Xﬁ/’w/))

E[ sup [X37 - X[[7] < O(s S (1+ |2 ) + / | X3~ x”|pdr})
u€[s’,t]
t
< o(ls- s ve[ [ (e - xpa])
s’ u€[s’,r]

Le lemme de Gronwall appliqué a 7 +—— sup,cs » fX sz’ Xil’x' |p donne alors
IE[ sup ‘X” Xj,’””/’p} < Cls—§[P2(1+2'P),
u€(s’ ]
ce qui termine la preuve. O

Corollaire 6. Il existe une modification du processus X telle que Uapplication de [0,T] x R™ a
valeurs dans 82, (s,z) — (t — X soit continue.

En particulier, (s,z,t) — X;* est continue.

Démonstration. C’est une application directe de ’estimation précédente — valable pour tout p > 2
et du critére de Kolmogorov (théoréme 36) vu au chapitre 1. O

Remarque. 11 est important de remarquer que le corollaire précédent implique en particulier que,
P-p.s., pour tout (s, z,t), 'équation (4) est valable.

Nous terminons ce paragraphe en précisant la régularité du flot généré par 'EDS.

Proposition 7. Soit 2 < p < co. Il existe une constante C telle que, pour tout (s,x,t), (s',a',t'),
]E“Xf’z o ]”] < C(|x — 2P 1+ P) (s — 8PP+ [t — t’\p/2)>. (8)

En particulier, les trajectoires (s,x,t) — X, sont hélderiennes (localement en x) de para-
métre B en s, a en x et B ent pour tout § < 1/2 et a < 1.
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Démonstration. La régularité des trajectoires résulte du critére de Kolmogorov et de ’estimation
que nous allons montrer rapidement.

On a. 7 ’ ’ r ’ ’
| X757 = X000 <X = X0+ X0 = X0,

Comme (a+b)P < 2P~ 1(aP+bP), il suffit d’établir 'estimation pour le second terme du majorant
— le premier relevant de 'estimation (6) de la proposition 5. On suppose alors que ¢t < t’; trois cas
se présentent : t <t/ < s (trivial), t < s’ <t et s’ <t <. Notons que le second cas se raméne
au troisiéme puisque, si t < s’ < ¢/, Xfl’zl = Xs,l’l, et [t — /| > |t — s'|. On suppose donc que
s’ <t <t.On a alors

t’ t’
x5 xse / br, X5 Vdr + / b(r, X2 )dWW,,
t t

et on doit estimer

¢ - P ¢ VT

EK/ |b(r,Xﬁ’z)|dr> }, et, E[ / o(r, X% )dr }
t t

Or, d’aprés un calcul déja effectué lors de la démonstration de la proposition 5 — voir page 7

~ chacun des deux termes précédents est majoré par C|t — ¢/[P/2(1 + |2'|P) ce qui termine la

démonstration. O

2.2. Propriété de Markov. Nous allons établir la propriété de Markov pour les solutions de
IEDS (4) comme conséquence de la propriété de flot.

Proposition 8. Soit x € R"; soient 0 <r <s<t. Ona
5XD®

X" =X, , P-p.s.

Démonstration. C’est la remarque 2.1 qui fournit le résultat. En effet, P-p.s.
t t
Vs, y, t, XY = y—|—/ b(u,Xj’y)du—&—/ o(u, XY)dW,.
S S

Il vient alors, P-p.s.,

5, X0°

t t
v, XX xrey / blu, X2 Y + / o (u, X2V aw,.
On remarque que X% est aussi solution de cette derniére EDS sur [s,T] puisque
t t
X, = a:+/ b(u,XZ’“)du—f—/ o(u, X"*)dW,
T T
= X;’*T’+/ b(u,XZ’z)dqu/ o(u, X %)dW,.

L’unicité des solutions d’'une EDS a coefficients Lipschitz donne alors — en fait a 'indistingua-
bilité pres sur [s, 7] - X[ = X% O

Remarque. En fait, par continuité, 'égalité X, = Xf’Xsm a lieu pour tout x et pour tout 0 <
r < s <t <T en dehors d'un ensemble P-négligeable.

Nous allons a présent établir la propriété de Markov. Rappelons qu’un processus X est marko-
vien s’il ne dépend du passé que par l'intermédiaire du présent. Mathématiquement cela conduit a
la définition suivante :
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Définition 9. PROPRIETE DE MARKOV. Soit X un processus progressivement mesurable par
rapport & la filtration {F;}i>0. On dit que X posséde la propriété de Markov par rapport a
{Fi}1>0 si, pour toute fonction borélienne bornée f, et pour tout s < ¢, on a

E(f(X:) | Fs) =E(f(X0) | Xi), Pps.
Montrons la propriété de Markov pour les solutions de I'EDS (4) par rapport a la tribu du

mouvement brownien W.

Théoréme 10. Soient z € R et s € [0,T]. (X;") .,cr
d la filtration du MB et si f est mesurable et bornée alors, pour s < r < t,

est un processus de Markov par rapport

E(f(X;") | F) = A(X5") Pps.

avec A(y) = E[f(X[{Y)].

Démonstration. Soient 0 < s < r <t < T. D’apres la propriété du flot, on a Xf’x = XZ’X”S"I. De
plus, nous démontrerons au chapitre 5 — ou alors voir par exemple [Fri75] — que X;*¥ est mesurable
par rapport & la tribu des accroissements du mouvement brownien o{W, 1, — W,., v € [0,t — r]}.
Donc,

XV =@y, Wogy — Wi 0<u <t —r),

ot ® est mesurable. Par suite,
X3 = X7 = (X5 Wy — W0 <u < t—r).

Pour conclure, il faut encore remarquer que X% est F,—mesurable et noter que F, est indé-
pendante de la tribu o{W, 4, — W,, u € [0,t —r]}. On a alors

BUCG | 7) = (A0 We— W0 Sust=1)} | 7,)

= E[{e W w0 suseon)]
|
A(

F(x7)]
Xs z)

|y st

Ce qui montre la propriété annoncée. O

On peut également montrer que, si g est mesurable et, par exemple bornée,
T
E(/ g(u, X3%)du | .7-}) =T(r,X2%),
T

ou'(r,y) = [f g(u, X7¥)du).

Remarque. Sib et o ne dépendent pas du temps — on dit que 'EDS est autonome — on peut montrer
. S,x A~ . O,ZE
que la loi de X;™* est la méme que la loi de X,”",. On a alors :

E(f(X5%) | ) = E[F(X2)] |, _xem-



REFERENCES 11

Références

[Fri75] A. Friedman, Stochastic differential equations and applications I, Probab. Math. Stat.,
vol. 28, Academic Press, New York, 1975.

[Kun84] H. Kunita, Stochastic differential equations and stochastic flows of diffeornorphisms, Ecole
d’été de probabilités de Saint-Flour XII—1982 (P.-L. Hennequin, ed.), Lecture Notes in
Math., vol. 1097, Springer-Verlag, Berlin Heidelberg New York, 1984, pp. 143-303.

, Stochastic flows and stochastic differential equations, Cambridge Stud. Adv.
Math., vol. 24, Cambridge University Press, Cambridge, 1990.

[Kun90]



12

CHAPITRE 4. EQUATIONS DIFFERENTIELLES STOCHASTIQUES



Chapitre 5

Le cadre markovien

Nous considérons ici des EDSR « markoviennes » : il s’agit d’'un cadre trés spécifique dans
lequel la dépendance de la condition terminale et du générateur de TEDSR dans l'aléat w se fait
au travers de la solution d’une EDS. Nous verrons que la propriété de Markov pour les EDS se
transfere aux EDSR ; d’ou le nom du chapitre.

1. Le modéle

1.1. Hypothéses et notations. La donnée de base est toujours un espace probabilisé complet
(Q, F,P) sur lequel est défini un mouvement brownien W d-dimensionnel. La filtration {F;};>0 est
la filtration naturelle de W augmentée de sorte que les conditions habituelles sont satisfaites.

On considére deux fonctions b : [0,7] x R® — R™ et o : [0,7] x R® — R™"* continues. On
suppose qu’il existe une constante K > 0 telle que, pour tout ¢, pour tout z, ' de R",

L |b(t, @) —b(t,2")| + ||o(t,z) — o(t,2')|| < K|z —2'|;

2. |b(t,2)| + [Jot,2)|| < K(1+ |z).

Sous ces hypothéses, on peut construire, étant donnés un réel ¢ € [0, 7] et une variable aléatoire
0 € L2(F,), {X! %} i<u<r la solution de 'EDS

Xp0 =0 [ Lo X0+ [or XA, p<usT )
t t

on convient, que si 0 < u < t, X4 = E(0 | F,). Les propriétés de {X!?};<.<7 ont été étudiées au
Chapitre 4 surtout dans le cas § = z € R".

Considérons aussi deux fonctions continues g : R¥ — R¥ et f : [0, 7] x R x R¥ x R¥*4 — R¥.
Nous supposons que f et g vérifient les hypotheses suivantes : il existe deux réels pu et p > 1 tels
que, pour tout (¢, z,y,y’,z2,2"),

Lo(y—y)- (fltzy,2) = f(t,2,y',2) < ply—y'*;

2. |[f(ta,y,2) = f(ta,y,2)| < Kz = 2|5

3. |g(z)| + |f(t,x,y,z)| < K(l + |zP + |y| + Hz||)

Sous ces hypothéses, si § appartient a L2 (F;), on peut résoudre 'EDSR

T T
Y = g(X57) +/ fr, XE0 v 250 dr — / zaw,,  0<u<T. (2)

Dans tout ce chapitre, nous supposerons que les hypothéses précédentes sur les coefficients b,
o, f et g sont satisfaites. Parfois, nous ferons une hypothese plus forte sur f et g en supposant
que g est K—Lipschitz et que f est K—Lipschitz en x uniformément en (¢,y, z). Dans ce cas, p = 1.
Nous désignerons cette hypothése par (Lip).
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1.2. Premiéres propriétés.

Rappels sur les EDS. Rappelons tout d’abord quelques propriétés des EDS que nous avons
établies lors du Chapitre 4. Nous commencons par des estimations dans L? avec ¢ > 2.

La premiére chose a signaler est que le théoréme d’It6 sur les EDS (Théoréme 3) garantit
existence et 1'unicité de {X%%}o<u<r. De plus, il existe une constante C telle que, pour tout
te0,T] et 0, 0" € L1(F),

E [supgc,cr [X09"] <€ (1+B[01]), B [supgc,cr | X2 — X0 [] < OB[l0 - 0/)7].
Dans le méme esprit, on a

t,x tx’
E [SUPogugT ‘Xu - X,

T<o{le—am+ie—v12(1+1an)} .

Notons si # € R"™ et u > t, A(w,t,z,u) = X,%(w). On est naturellement amené a comparer
deux objets : A(w,t,6(w),u) d’une part et X! ?(w) d’autre part. Nous avons vu au Chapitre 4 que
P-p.s.,

Aw,t,0(w), u) = X1 (w), t<u<T.

L’EDSR (2). Nous donnons deux propriétés élémentaires de I’équation (2).

Proposition 1. Si 0 € L?’(F;), UEDSR (2) posséde une unique solution (vérifiant Z € M?),

{(vre, ZZ’G)}OSugT' Il existe une constante C' telle que, pour tout t, pour tout 6 € L?P(F),

T
El sup |Yj’9]2+/ HZﬁﬁszr] <C(L+E[07]).
0<u<T 0
Démonstration. Commencgons par écrire I’équation (2) sous la forme d’une EDSR telle que nous
les avons étudiées dans les deux chapitres précédents. Pour cela, on résout d’abord 'EDS (1), puis
on définit
_ 0 _
E=9(X7"),  flory,2) = f(r, X0 w),y, 2).

Avec ces notations, I’équation (2) n’est rien d’autre que PEDSR

T T
Yu = E‘f’/ J?(T’ Y’l‘? Zr>dT - / ZrdWr, 0 S U S T.
u t

Pour la premiére partie de la proposition, il suffit de montrer, vues les hypothéses du chapitre, que
¢ est de carré intégrable et qu’il en va de méme pour le processus {f(r,0,0)},. Mais, d’aprés la
croissance de g et f, on a

3 7 P
Vr e [O7T]7 ’€| + ‘f(r70a0)| < K (1 + SupOSuST ‘XZﬂI ) ;
le résultat s’en suit immédiatement puisque, comme 6 € L%, il en est de méme de SUPg<y<T ‘Xi"9|
d’apres le rappel sur les EDS.

Pour établir la majoration, on utilise les estimations a priori du Chapitre 3 cf. Proposition 1,
sia=2u+2K2,

T
2| swp VOO [ )20 ar
T 0

0<u<

<Cu(14T)elTE

9 T
o)+ [t 0]
0
ce qui compte tenu de la croissance de f et g donne

T
E l sup |Y1f’9‘2 +/ HZ}f’eHz dr} <C (1 +E [sup0<u<T |ij9’2p]> )
0<u<T 0 ==
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et par suite, pour une autre constante C,

T
El sup Y0+ [ |22 ar
0

0<u<T

gc(1+EDm%D,

ce que 'on voulait établir. O

Remarque. En particulier, lorsque 6 est constante égale a x, on a

T
2| swp [vief s [z ar
0

0<u<lT

§C(1+|m|2p).
Proposition 2. Si6,, converge vers § dans L?P(F;), alors

E

T
sup |Yut’9 — Yut’e"|2 +/ HZf:a - Zf:e"H2 dr] — 0, st m — 00.
0<u<T 0

De plus, sous Uhypothése (Lip), on a, si 6 et §' sont Fy—mesurables et de carré intégrable,

<CE [|9 - 9'|2} .

0<u<T

’ 2 T ’ 2
E | sup ‘Yj’e —Yut’e ‘ —|—/ HZﬁ’Q — Zﬁ’e H dr
0

Démonstration. Le point de départ est encore une fois les estimations a priori cf. Corollaire 2. On
a donc, si 0 et ¢’ sont deux éléments de L?(F;), notant a = 2u + 2K2, un contrdle de

E

’ 2 T ’ 2
sup ‘Yut’e —yh? ‘ —|—/ HZﬁ’e -zt H dr
0<u<T 0

par la quantité, & la constante multiplicative Cy (1 + T)el™IT pres,
t,0 o'\ |2 ’ t,0 yt,0 rst,0 00 o oy’
E ‘g(XT’ ) — g(Xk )‘ +/ ‘f(r,Xr’ YO Z80) < f(r, XEO YO 2t )‘ dr| .
0

Sous I'hypothése (Lip), cette derniére s’estime facilement ; on obtient comme majorant, C, C’
désignant deux constantes dépendant de T', u, K,

12

C'E [ sup ’Xﬁ’e _ Xt ‘ } < CE [\9 - 9ﬂ :
0<r<T

d’apres les résultats sur les EDS.

En I'absence de I'hypothése (Lip), on doit montrer que 1’on conserve la convergence vers 0 si
on prend ¢’ = 0,, avec 6, — 6 dans L?P. Les estimations sur les EDS donnent,
2
1) { sup |XP0 — X10| p} <CE [|9 - 9n|2"} —0; (3)
0<r<T
ceci fournit la convergence en probabilité de g(X;Q") vers g(X;o) par continuité de g ainsi que la
convergence en P ® m—mesure de

Fr X020 Y0 200) vers f(r, X300, Y10, Z00)

vue la continuité de f. Il reste donc & établir I’équi-intégrabilité. Pour cela il suffit de noter que la
croissance de f et g conduit a I'inégalité

1 X 30 20 < & (14 s X0 (1] 4 122]).

‘g(X%QTL) 0<r<T

et le dernier majorant converge dans L? essentiellement en vertu de (3). Le résultat s’en suit
directement. O
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2. La propriété de Markov

Dans ce paragraphe, nous allons établir que la propriété de Markov des solutions d’EDS se
transfére aux solutions d’EDSR. Cette propriété est importante pour les applications aux EDP.
Nous commengons par montrer que Ytt’x est une quantité déterministe. Introduisons une nouvelle
notation : si t <u, Fi =o(N, W, =Wy, t <r <u).

Proposition 3. Soit (t,x) € [0,T] xR™. {(X5*,Y.1", )}, <7 est adapté par rapport d la filtration
{FLY,cuer- En particulier, Y" est déterministe.
On peut choisir une version de {ZL"}, ., < adapté par rapport d la filtration {F.}, o, <7-

Démonstration. Considérons le processus { B, },>0 définie par B, = Wi, — W, et notons {G, },
sa filtration naturelle augmentée. B est un mouvement brownien et on a de plus G, = Ff,,,.

Soit { X, }o<u<r—: la solution {G, },—adaptée de 'EDS
X,==z +/ b(t + r, X,.)dr +/ o(t+r, X, )dB,, 0<u<T—t.
0 0
En particulier, pour tout v € [t,T], on a

v—t v—t
D x+/ b(t—l—T,Xr)dr—l—/ o(t+r X, )dB,.
0 0

Dans les deux intégrales, on fait le changement de variables s = r +¢ pour obtenir — le changement
dans l'intégrale stochastique sera justifiée a la fin de la preuve —

/OH bt + 1, X, )dr = / b(s, Xo_1)ds, /OH o(t+ 1, X,)dB, = / (s, Xo_0)dWV,,
t t
et par suite,
Xot=x+ /U b(s, Xs_¢)ds + /v o(s, Xe_t)dWs, t<ov<T;
t t
on a, d’autre part, par définition du processus X%,

Xh* =g —|—/ b(s, XL)ds —|—/ o(s, XE")dW, t<v<T.
t t

L’EDS de coefficients b, o et de condition initiale x en ¢ posséde deux solutions : X,,_; et X5,
Par unicité des solutions d’EDS & coefficients Lipschitz, ces deux processus sont indistinguables :
P-ps., Yo € [t,T], X,_s = X5®. En particulier, X%* est mesurable par rapport & G,_; puisqu’il
en est ainsi pour X, 4. Or G,_;, = F!.

Le résultat pour les EDSR se déduit de celui que nous venons d’établir pour les EDS. En effet,
on considére la solution {(Yy, Zy)}o<u<r—t, Gu—adaptée de 'EDSR

T—t T—t

Yu :g(XTft)"i'/ f(t+TaXT7}/;7Zr)dr_/ ZrdBra OSUST_ta
u u
soit encore
T—t T—t
Yv—t = Q(XT_t) + / f(t + T, Xthr; Zr)dr - / ZrdBra t S v S T.
v—t v—t

On effectue le changement de variables s = ¢t + r dans les deux intégrales, pour obtenir

T T
vat = g(XTft) + / f(sa Xsfta Y;,h Zsft)ds - / Zsftdst t S v S T



2. LA PROPRIETE DE MARKOV 5

Il s’en suit que {Yv,t7Zv,t}ve[t7T] est solution sur [t,T] de 'EDSR (2) pour § = x puisque

nous savons déja que X, ; = X5%. L’unicité des solutions des EDSR donne, dans 82 x M2,
Yot Zo—t}oepr) = {Y”‘ Z”‘}ye[t 7] et la mesurabilité recherchée puisque {Y,_¢, Z,_ t}ve [t,7]

est adapté par rapport & G,_, = F.

Pour étre tout a fait complet, justifions le changement de variables dans les intégrales stochas-
tiques i.e. si {h(r)}o<r<T—¢ €st un processus de carré intégrable et G,—adapté,

u t+u
/ h(r)dB, = / h(s — t)dWs, 0<u<T-—4t,
0 ¢

ou rappelons-le B, = Wi, — W;. Le résultat est immédiat si h(r) = halj,y(r) avec h, une v.a.
bornée, G,—mesurable. En effet, on a

/ h(r)dBr = ha (Bu/\b - Bu/\a) = ha (Wt—i-u/\b - Wt-‘ru/\a) 5
0

et aussi, comme G, C Fiiq ,

/ h(s —t)dW, = / Ljra,e40/(8)AWs = ha (Witruynets) — Wittwa(t+a)) -
¢

Par linéarité, le résultat est valable pour tous les processus simples. Si maintenant, h est un
processus de carré intégrable et G,—adapté, il existe une suite processus simples h,,, G,—adaptés,

tels que
T—t
E l/ | (1) — h(r)|2dr] —0.
0

On en déduit immédiatement que
T
E / |hn(s —t) — h(s —t)|*ds| — 0.
¢
Comme Gy C Fits, {hn(s—1)}s et par suite {h(s—1t)}s sont Fs—progressivement mesurables. Pour

finir, il suffit de noter que, d’une part
2 T—t
<4E / (1) — ()| dr
0

/0 " (ha(r) — h(r)) dB,

E sup
0<u<T—t

et que d’autre part

u 2 T
E [ sup / (s — 1) — h(s — £)) AW, ] < 4E / (s — 1) — (s — t)|2ds] ,
t<u<T |Jt t
ce qui achéve la démonstration de cette proposition. O

. t s , P , . .
Puisque nous savons que Y;"" est une quantité déterministe, on peut définir une fonction en

posant,
V(t,z) € [0,T] xR",  wu(t,z):= Y™

Commencons par étudier la croissance et la continuité de cette fonction.
Proposition 4. La fonction u est continue et a croissance polynomiale. On a
V(t,z) € [0,T) xR",  u(t,z)| < C(1+]al?).

/

Sous Uhypothése (Lip), la fonction u vérifie de plus, pour tout (t,z), (t',z'),

fu(t, z) = u(t',2) < € (Jo = '+t = ¢/ (14 Ja]))
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Démonstration. La croissance de la fonction u a déja été notée lors de la Remarque 1.2. Montrons
la continuité. C' désigne une constante dépendant de K et T qui peut changer au cours du texte.
Soient (¢,z) et (t',2") deux points de [0,7] x R™. On a

ut,o) —ult,e) = Y, =Y =BV -yt =BV v B[ - v

sit >t — on procéde de méme si t <t/ —,

er _ Y;t,ac +/

t

t t
Fr X55 Y0%, Z6%) dr — / 7t qw,,

t

et par suite, on obtient, a ’aide de I'inégalité de Holder,

t
‘IE U fr, Xbr b Zzbv) dr}
t

’

2

B[y — v’

IN

T
it—t'|E V | (r, X5, Y, Z60) | dr] .

0

Or, utilisant la croissance de f, on obtient,

E

T
/ If(r,Xﬁ’w,Y;“”,Zﬁ’I)|2dr} < cE
0

T
v sup {0 et HZ,E@H?‘dr]
0<r<T 0

IN

C(1+ [z]*).

2
R ta t,x ta' t,x
D’autre part, on a, |E [Yt, —Y! } vy

2
<E {suprE[O,T] }, et les estimations a

priori fournissent

-~ 2 T ;o 2
CE ||g(Xi) = g(x5")| + / P XL v, 2 = (o XL v, 20) |
0

comme majorant. Notons A(t, z, ¢, x") cette quantité (sans la constante multiplicative). Nous ve-
nons de montrer que

lu(t',z") — u(t,z)|2 <C(Altz,t2)+[t—t](1+ |z|2p)) ) (4)

Sous I'hypothése (Lip), nous avons p = 1 et, de plus,

’ ’ 2
Aft,z,t',2') < CE [ sup \X:f D G } <O (lz =P+t =t (1+]])),
0<r<T
d’apres la Proposition 5.

Dans le cas général, soit {(tn,zn)}rn une suite de points de [0,7] x R™ convergeant vers (¢, ).
On prend (t',2') = (tn,x,) dans l'inégalité (4); il suffit de montrer que A,, = A(t, z, ¢y, x,) tend
vers 0 quand n — oo. Or, d’apres la Proposition 5, on a, pour tout ¢ > 1,

sup | X5* — X[t — 0, dans LY.
0<r<T

La continuité de g et f donnent alors g(X;"’wn) — g(erp’I) en probabilité et
f(r, Xlnotn Yt Zﬁr) — f(r7 Xhr yht Zﬁr) en P ® m—mesure.
Pour conclure, nous devons établir I’équi-intégrabilité des carrés. Mais cela résulte simplement de

I’inégalité

|9 (X5")

? + ’f(r, Xﬁ"’x",YTt’z,Zﬁ’m)‘z <C (1 + sup ‘Xﬁ"z" oy sup |YTt’I‘2 + HZf_”3H2>
0<r<T 0<r<T

puisque comme déja dit supg<, <7 | X,

converge dans tous les L9. O
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A Taide de cette fonction, nous pouvons établir la propriété de Markov pour les EDSR.
Théoréme 5. Soient t € [0,T] et 0 € L*(F;). On a :
P-p.s. v = u(t,0) = of.
Démonstration. Supposons tout d’abord que 6 soit une variable aléatoire étagée : 0 = 22:1 xila,

ot (A;)i<i<; est une partition F;—mesurable de Q et z; € R™ pour tout ¢ = 1,...,I. Notons
(XY ZE) a la place de (X%, V"%, Zp% ), . On a alors, pour ¢ <7 < T,

0<r<T T

10 _ ; 0 _ ; 0 _ i
X! _Ziuix;, v _Zi%w, zt —ZilAiZf‘-
En effet, par définition, pour tout 7, si r > ¢,
X, =u —|—/ b(u, X, )du —|—/ o(u, X;)dW,,
t t

et, en multipliant par 14, et faisant la somme sur ¢, on obtient — les indicatrices rentrent a I'intérieur
de l'intégrale stochastique puisque A; € F; —

ZilAiXﬁ:G—k/ ZlA b(u, X! du+/ ZlAauX dw,

oronay.  14,H(T;)=H (Y ,14,T;). Il sen suit que

ZilAiX};:%&-/ b(u, > 1, Xl)du+/ o(u, > 14, XL) AW

t

Par unicité des solutions d’EDS & coefficients Lipschitz, on a
- i
Pp.s., Vi<r<T, XL = Zi 14, X0
De la méme fagon, on a, pour tout i, sit <r < T,
V! = g(X5) +/ fu, X0, Y2, Z0) du — / Zl, dW,,
T T

et multipliant par 14, et faisant la somme sur ¢, on montre, utilisant la relation déja établie pour
la diffusion que (-, 14, Y, 3", 14, Z%) est solution sur [t,T] de PEDSR

T T
vi=g(x3) ¢ [ r XYL z)du- [ Ziaw,
dont (Yf’e, Zﬁ’e) est également solution par définition. L’unicité des solutions des EDSR donnent
Pps., Vt<r<T, Y'Y= Z 14,Y), zt0 = Z 14,7, P@m-p.p.sur Qx [t,T].

En particulier, pour r = ¢, on a, revenant aux notations de départ,
t,0 3 t,x;
P—p.s. Y, :ZilAthZ:ZilAi}/tx ZlA u(t, z;) —u( ZlA J;1>—u(t9)

Avant de traiter le cas général, examinons ce qui se passe sous 'hypothése (Lip). Considé-
rons une suite de v.a. 6, F;—étagées, qui converge vers 6 dans L2(F;). La Proposition 2 fournit
I’estimation

2
E “Yf’g" _ Ytt,e‘ } <CE “0” _ 9|2}



3 CHAPITRE 5. LE CADRE MARKOVIEN

et, d’apreés la Proposition 4, u(t,-) est Lipschitzienne ce qui implique que
E [|u(t, 0,) — u(t,e)ﬂ <CR[0, - 07].

Or d’apres I'étape précédente, pour tout entier n, u(t,6,) = Yf’e" ; on en déduit directement que
u(t,0) =Y’ Pps.

Dans le cas général, considérons une suite de v.a. 0, Fi—étagées, qui converge vers 6 dans
L??(F,). La Proposition 2 entraine toujours que

t,0 t,0 .
Y, " — Y, dans L2,  sin— oo,

et, de plus, la continuité de 'application u(¢, ) implique, en particulier, la convergence de wu(t,6,,)
vers u(t,d) en probabilité. La Remarque 1.2 montre que |u(t, z)| est majoré par C(1 + |z|?). Par
suite,

[ult, 0) < €' (14 10a")

ce qui montre que (|u(t, Hn)|2) est une suite équi-intégrable ; donc u(t, 6,,) vers u(t, ) en proba-
bilité et dans L2. Comme u(t, 02) = Ytt’e", P-p.s., on obtient u(t,0) = Y;t’e, P-p.s. O
Corollaire 6. Soient t € [0,T)] et 6 € L?P(F;). Alors, on a, P-p.s.,

Vs € [t, T], VI = (s, X0%).

Démonstration. Fixons (t,0) € [0,T] x L?(F;) et prenons s € [t,T]. On a d’aprés le théoréme
précédent,
s,Xﬁ‘e

P-p.s., Y = u(s, Xb9).
s,X:’e s,X:'G . )
Or {(YT N/t )} est solution sur [s,T] de 'EDSR

s, X 10 T s, X0 T
Yu:g(X‘T’ : )+/ f(r,X;’ : 7YT,ZT)dr—/ Z.dW,,  s<u<T.

Or, par unicité des solutions sur [s,T] de VEDS,
X, = x4’ +/ b(u7Xu)du—|—/ o(u, X,,) dW,,

on obtient facilement
s,X:’e

P-p.s., vr € [s, T, X = x40

S,X;"g s,X;'e

Par conséquent, {(Yr A )} et {(Yrt’g,Zf"g)}r sont deux solutions sur [s,T] de

I'EDSR

T T

Yuzg(X;ﬁ)Jr/ f(an’g,YT,Zr)dr—/ Zy dW,, s<u<T.

u u
L’unicité des solutions de cette EDSR donne en particulier

s,X;”e

P—p.s., YH =v; = u(s, Xb9).

Ceci est valable pour tout s € [t,T]; comme les deux processus {Y/?} et {u(s, X19)}  sont
continus via la continuité de u, on obtient le résultat.

Remarque. On utilise souvent ce résultat avec 6 constante égale a x. Cette propriété de Markowv,
YH® = u(s, Xb*), joue un rdle important lorsque I'on tente de construire la solution d’une EDP a
I’aide d’une EDSR : nous le verrons plus loin.
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3. Formule de Feynman-Kac

Nous finissons ce chapitre en faisant un lien entre les EDSR et les EDP. Au paragraphe précé-
dent, nous avons vu que Y,%* = u(r, X4*) o u est une fonction déterministe ; nous allons voir que
u est solution d’une équation aux dérivées partielles — EDP. Nous notons £ 'opérateur différentiel
du second ordre suivant : pour h réguliere

Lh(t,z) = %trace(oo*(t,z)Dzh(t,x)) +b(t,x) - Vh(t, )

_ %Z (00%), ;(t.2) Buy oy h(t.2) + > bilt,2) (1, ).

=1 i=1

En ce qui concerne les notations, si h est une fonction de ¢ et x nous notons 9;h ou h' la dérivée
partielle en temps, Vi le gradient en espace (vecteur colonne) et Dh = (Vh)", D2h la matrice des
dérivées secondes.

Nous supposerons également que le processus Y est réel c’est a dire que k = 1. Z est donc une
ligne de dimension d (celle du brownien). En résumé, f : [0,7] x R" x R x R1*4 — R.

L’objectif de ce paragraphe est d’établir des relations entre {Y»*, ZL*} _ _, solution de
I'EDSR -

T T
Y= g(Xp") + / Fu, X7, Y™, 27) du — / Z,"dW,,  0<r<T, (5)

r

ou {X5 "}, < est la solution de 'EDS — avec la convention X/* =z si 0 <r <t -

s T
Xﬁ,x . +/ b(u7X,va) du +/ U(u7X,Z’£) qu, t S r S T; (6)
t t

d’une part et « la solution » v de 'EDP parabolique suivante :

o(t,x) + Lo(t, x) + f (t,z,v(t, x), Du(t, x)o(t,z)) =0, (t,2) €0, T[xR",  v(T,)=g. (7)
Proposition 7. Supposons que I’EDP (7) posséde une solution v, de classe CLQ([O,T] X R"), telle
que pour tout (t,z) € [0,T] x R, |Vu(t,z)| < C (1 4+ |x]?).

Alors, pour tout (t,x) € [0,T] x R", la solution de 'EDSR (5), {Y,"", Z}"} ..oy, est donnée
par le couple de processus {v(r, Xﬁ‘”),Dva(r, X,ff”)
u(t,z) =Y = v(t,z).

}tgrgT' En particulier, on obtient la formule,

Démonstration. La condition de croissance sur le gradient de v assure que (Dva (r, Xﬁ’w))r est un
processus de carré intégrable. De plus, comme v est réguliére, on obtient en appliquant la formule
d’It6,
1
dv(s, X0%) ='(s, XL")ds + Vo (s, X07) - dXD" + itrace{aa* (5, XL")D2v(s, X1*) bds ;
soit encore, utilisant dX5® pour s > ¢, et la définition de L,
dv(s, X0%) = {v'(s, X1") + Lv(s,X7) } ds + Do (s, X)) dW,.
Or v est solution de 'EDP (7), donc v' + Lv = —f; il vient alors

dv(s, XﬁI) = —f(s, xbe v(s, Xﬁ’”),Dva(s, X;x)) ds + Dva(s, Xﬁ’w)dWS.

On conclut en intégrant de r a T’ notant que v (T, X;GE) = g(X%x). O



10 CHAPITRE 5. LE CADRE MARKOVIEN

Le résultat précédent donne une formule de représentation probabiliste pour la solution d’une
EDP parabolique non-linéaire — on dit semi-linéaire car la non-linéarité n’est pas tres forte — Ce
type de formules, connues sous le nom de formule de Feynman-Kac — suite aux travaux de Richard
FEYNMAN et Mark KAC — s’appliquent a ’origine a des problémes linéaires. Nous I’obtenons comme
corollaire :

Corollaire 8. Prenons f(t,z,y,z) = c(t,x)y + h(t,x), ot ¢ et h sont deuz fonctions continues
bornées. Sous les hypothéses précédentes, pour tout (t,x) € [0,T] x R™,

T T T
9(X7") exp (/ c(r, X57) dr) +/ h(r, X2*) exp (/ c(s, XH") ds) dr] :
t t t

Démonstration. D’aprés la proposition précédente, nous savons que v(t,z) = Yttx Mais lorsque la
fonction f prend la forme f(t,z,y,2) = ¢(t,x)y + h(t,z), PTEDSR que 'on doit résoudre est une
EDSR linéaire. On utilise alors la formule vue au cours du Chapitre 2 pour conclure. O

v(t,z) =E

Remarque. Dans les deux derniers énoncés, nous avons supposé l’existence d’une solution classique
v et nous en avons déduit la solution de "EDSR et la formule v(¢, z) = ¥;". Si tous les coefficients
sont réguliers, on peut montrer que u qui est définie par u(t,z) = Y;“ est une fonction réguliere
qui est solution de 'EDP (7).

La démarche que nous avons eue précédemment consiste a étudier 'EDP, puis en déduire les
solutions de 'EDSR. Mais on peut également étudier 'EDSR et en déduire la construction de la
solution de 'EDP sans supposer les coefficients réguliers. Pour cela nous utiliserons la notion de
solutions de viscosité des EDP dont nous rappelons rapidement la définition. Je vous renvoie au
livre de Guy BARLES [Bar94] pour plus de détails.

Définition 9. Soit u une fonction continue sur [0,7] x R™ vérifiant la condition u(7T,z) = g(z).
u est une sous-solution (resp. sursolution) de viscosité de 'EDP (7) si, pour toute fonction ¢, de
classe C12([0,T] x R™), on a, en tout point (tg, z¢) €]0, T[xR™ de maximum (resp. minimum) local
de u— ¢ :

Orp(to, zo) + Lp(to, zo) + f (to, zo, u(to, x0), Do (to, z0)) > 0, (resp. <0).

u est solution de viscosité si elle est a la fois sous-solution et sursolution de viscosité.

Théoréme 10. La fonction u(t,z) := Y,"" est solution de viscosité de 'EDP (7).

Démonstration. Remarquons que la fonction u est continue et vérifie de plus u(T,-) = g. Nous
montrons seulement que u est sous-solution (la démonstration de u sursolution est identique).

Soit donc ¢ une fonction de classe C12 telle que u — ¢ posséde en (¢, 7o) un maximum local
(0 < to < T). Quitte & remplacer ¢ par ¢ — (to, zg) + u(to, xg) — opération qui n’affecte pas les
dérivées de ¢, on peut supposer que (o, xq) = u(to, zo). Nous devons montrer que

¢’ (to, z0) + Lo(to, z0) + [ (to, zo, u(to, zo), Dea(to, zg)) = 0.
Supposons le contraire i.e. il existe & > 0 tel que
(pl(tg, .’L‘o) + E(p(to, IQ) + f(to, X, u(to, .IQ), Dcpa(to, CEo)) =-5<0.

u— @ posséde un maximum local en (tg, zg) qui est nul donc par continuité, il existe 0 < a < T —tg
tel que, sitg <t <tp+aet|z— x| <,

u(t,z) < o(t,x), et, o' (t,x) + Lo(t,x) + f(t, 2, ut,z), Doo(t,z)) < —6/2.
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Considérons le temps d’arrét 7 = inf {u > tg ; | X% — xo| > a} Aty + . Comme X020 est
un processus continu on a | X% — x4 < .

La formule d’Ttd appliquée a o(r, X0:%0) donne
dp(r, X;070) = {¢'(r, X;7) + Lo(r, X;7) } dr + Do (1, X,0°70)dW,.,

et, en intégrant de u A7 & (tg + a) AT =7 pour tg < u < tg + «, on obtient

T

olu AT, X[5%0) = o(1, Xiowo) — / {¢' + Lo} (r, XL0"0) dr — / Do (r, X[0%0) dW, ;
UNT u

AT

notant, pour tg < u < tp +a, Y, = <p(u AT, Xﬁ‘}\‘fo) et ZI = 1u§TDapo(r, Xﬁo’wo), Pégalité
précédente prend la forme

tot+a tot+a

Yqi = 90(7'7 X;"_OKIIO) +/ ~1,<r {QD/ “FLQO} (7“, X:o,mo) dr —/ Z; dW,., to <u<ty+a.

u u

~ . t
De la méme fagon, si on pose, pour to < u <ty +a, Y, =Y, 37° et Z, = 1,<.Z" on a

tota tot+a

Y., = Y—to+oz +/ ]-rg‘r f(?”, X£07I0a}/;"u Zr) dr — / Zy dW,, to <u<tp+a.

u u

Or la propriété de Markov — Corollaire 6 et la remarque qui le suit — implique que, P—p.s. pour
tout tg < r < tg+ «, Vom0 = y(r, Xtoo) d’ou l'on déduit que Yi 4o = Y000 = u(r, Xiowo),
L’égalité précédente devient alors

tot+a to+a
Y, = u(T, Xﬁo,wo)+/ ’ 1r§rf(7"7 Xﬁo,zovu(n XﬁOvIO),ZT) dr—/ ’ ZrdW,., to <u<ty+a.

u u

Nous allons appliquer le théoréme de comparaison & (Y, , Z!)
d’EDSR. Par définition de 7, on a u(T, Xﬁo’“) < QO(’D XﬁO’IO) et

w €t (Yo, Zy). qui sont solutions
1,«§Tf(r, Xloowo gy, Xf.o’””o),Z;,) — 17.§Tf(7"7 Xlowo gy (p, X10%0) Do (r, Xf.“’xo))
< Lo (@' + Lo} (r, X[0™).

De plus, on a, toujours par définition de 7,

to+a
E [/ —Li<r (¢ + Lo+ f) (r, X707, u(r, X;070), Doo(r, X;070)) dr | > E[r — to] 0/2.

to

Cette quantité est strictement positive : en effet, § > 0 et 7 > ¢y car |ng’m° —20l =0 < o
On peut donc appliquer la version stricte du théoréme de comparaison, voir la remarque a la
suite du Théoreme 9, pour obtenir u(to, zo) = Yz, < Y;, = ©(to,20). Ceci est impossible puisque
u(to, zo) = @(to, o). u est donc bien une sous-solution. O
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