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1. PRESENTATION DU MODELE

Les mathématiciens ont depuis longtemps essayé de résoudre les questions soulevées par le
monde de la finance. Une des caractéristiques de ces questions — il suffit de penser a la bourse pour
s’en convaincre — est qu’elles font apparaitre des dynamiques d’apparence désordonnées et c’est
pourquoi les modéles probabilistes semblent relativement bien adaptés a cette situation. En 1901,
la thése de Louis BACHELIER, Théorie de la spéculation, portait déja sur ce théme. Depuis de
nombreux probabilistes se sont penchés sur ces questions rafinant sans cesse les modéles utilisés.
Je vous renvoie par exemple a [DJP98, LLI7, Kar97, KS98, MR97|. Mais c’est sans nul doute
grace aux travaux de BLACK, MERTON et SCHOLES que ces questions sont devenues si populaires
en partie & cause de la simplicité des réponses qu’ils ont apportées.

En 1973, BLACK et SCHOLES ont proposé une formule, qui porte aujourd’hui leurs noms, pour
le prix d’une option européenne d’achat. Cette formule est trés utilisée en pratique a tel point
que la volatilité implicite qu’elle définit est devenue une véritable unité de mesure. Le modéle
mathématique qui décrit le marché financier est a la fois simple et efficace.

Finissons cette courte introduction en mentionnant que MERTON et SCHOLES (BLACK était
décédé) ont obtenu le prix Nobel d’économie pour leurs travaux en finance.

De quoi s’agit-il ?

Le modéle de Black—Scholes est, a l'origine, un modéle & deux actifs : 'un risqué, 'autre
pas. Typiquement, l'actif risqué est une action (’action sous-jacente a 'option) tandis que Pactif
non risqué s’apparente a une obligation. A Iinstant ¢, le prix de I’obligation est R; et le prix de
I’action est S;. L’évolution de I'obligation est relativement simple puisque ’on suppose que

dR; = R, dt,  soit R; = Rpelomds,

ou 1y > 0 représente le taux d’intérét instantanné. Nous supposerons toujours que Ry = 1.
Le prix de l'action, {S;}+>0, est régi par I'équation différentielle stochastique (EDS en abrégé)

dS; = St(,ut dt + oy th), So >0 donné,

ol py est un paramétre réel, et oy > 0; le paramétre o s’appelle la volatilité. Bien évidemment
{Wi}i>0 est un mouvement Brownien standard et nous notons {F:},-, sa filtration naturelle
augmentée. En ce qui concerne les hypothéses, nous supposerons dans la suite que les processus
r, i et o sont progressivement mesurables et que, pour tout 7' > 0,

T
P—p.s., / {re+ || + 07 } dt < +oc.
0

En outre, nous supposons également le processus ¢ borné.
On obtient facilement & 'aide de la formule d’Ito,

t 1 [t t
S :Soexp{/ JdeS—/ Ugds)}exp{/ usds}.
0 2 Jo 0
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Dans le modéle de Black—Scholes originel, les paramétres r, p et o sont des constantes. On a
dans ce cas )
Ry =¢e", Sy = Spe?WemTtert,

Considérons un agent qui investit dans ce marché. Désignons par ¢, et 1; les nombres res-
pectifs d’obligations et d’actions détenues par I'agent a Uinstant ¢t. La valeur du portefeuille de
cet investisseur est

Vi = ¢ Ry + 4 S;.

On suppose que le processus (¢, 1) est progressivement mesurable. Le fait que (¢, 1) soit adapté
signifie que 'agent, pour déterminer la stratégie qu’il va adopter, n’anticipe pas sur le futur :
il ne dispose que de l'information jusqu’a l'instant ¢ qui est véhiculée par F;; cela proscrit en
particulier les délits d’initiés. Signalons d’autre part que dans ce modéle ¢; et ¢, sont des réels;
lorsqu’ils sont négatifs, 'agent contracte une dette libéllée dans I'actif correspondant.

Un tel couple de processus s’appelle une stratégie de financement. En fait, nous ne considé-
rerons que des stratégies auto-financées c’est a dire pour lesquelles nous avons :

dVy = ¢r dRy + 1y dS;.

La signification de 'auto-financement est la suivante : & U'instant ¢ = 0, 'agent investit la somme
Vo dans le marché puis au cours du temps, il fait évoluer la répartition des titres dans son
portefeuille. Il n’y a ni apport de fonds ni retrait d’argent pour consommation.

L’équation d’auto-financement nécessite une petite hypothése technique. En résumé pour
notre modéle

Définition. Une stratégie auto-financée est un couple de processus (¢, 1)) progressivement me-
surables vérifiant P—p.s.

T
/ {ri|de| + o7} dt < +oo
0
et tel que le processus V; = ¢ Ry + 14.S; satisfait
dVy = ¢ dRy + ¢ dS;, > 0.

On utilise la notation suivante : si {X;};>0 est un processus adapté, on note X*(t) la valeur
de X; actualisée soit X?(t) = X;/R;. On note a; le coefficient d’actualisation a l'instant ¢ soit
a; = 1/R;. La formule d’intégration par parties donne

ave(t) = —r VA(t) dt + a; dVi, dS(t) = —rySe(t) dt + ar dSy = —rya Sy dt + a dSy.
On a alors, comme V; = ¢4 S; + ¢ Ry,
P dS(t) = —rar (Vi — oy Ry) dt + agtpy dSy = —r VE(t) dt + ay(dy ARy + 10y dSy).
On en déduit immédiatement le

Lemme. Soit (¢,1) une stratégie. (¢,1) est autofinancée si et seulement si dV(t) = 1y dS(t).

Ce petit lemme posséde une conséquence importante : une stratégie autofinancée est entiére-
ment caractérisée par la valeur initiale du portefeuille Vj et le processus 1. En effet, une stratégie
est autofinancée si et seulement si

V() = V9(0) + /0 Vo dS® () = Vi + /0 o dS® (). (af)
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On obtient alors ¢; via la relation ¢y = V() — ¢ S*(t) = Vo + fg Py, dS*(u) — P S(2).

En vertu de ce lemme, une stratégie autofinancée sera désignée par le couple (x,1)), = re-
présentant la valeur initiale du portefeuille associée via la relation (af). Si besoin, nous noterons
Vfﬂp la valeur du portefeuille corespondant a la stratégie autofinancée (z, ) mais la plupart du
temps la référence a (x,1)) sera omise.

Définition. Une stratégie autofinancée, (x,1)), est dite admissible si pour tout ¢ > 0, Vf’w > 0.
Elle est dite minorée, s’il existe une constante ¢ > 0 telle que

vE>0, V) > —c

Pour une stratégie admissible la valeur du portefeuille doit toujours étre positive : aucune
dette, méme temporaire, n’est tolérée. Dans le second, les dettes sont tolérées dans une certaine
mesure mais ne doivent pas dépasser un certain seuil.

2. OPPORTUNITE D’ARBITRAGE

Une opportunité d’arbitrage ou plus simplement un arbitrage est un moyen de gagner de
I’argent sans prendre aucun risque en particulier sans mise initiale. Cela se traduit par le définition
suivante lorsqu’on suppose que l'investisseur intervient durant la période [0, T].

Définition. Une opportunité d’arbitrage est une stratégie minorée telle que
Vo =0, P(Vr >0) =1, P(Vy > 0) > 0.

La premiére condition signifie que I'on part de rien, la seconde que 'on est stir de ne pas
perdre d’argent et la troisiéme qu’avec une probabilité strictement positive on fait un réel profit.

On imagine sans peine que les gens qui tentent de réguler le marché cherchent a tout prix
a proscrire les opportunités d’arbitrage. En effet, si de telles opportunités sont admises le mar-
ché ne tarde pas a « exploser ». Une hypothése communément faite est donc celle d’absence
d’opportunité d’arrbitrage désigné par (AOA) dans la suite.

Dans le modéle de Black-Scholes, nous avons

dSa(t) = S’a(t){(,ut - Tt) dt + ot th}

Introduisons le processus 1, = sgn (u; — ) 15,—0. La stratégie autofinancée associée a (0,1))
vérifie

t t
Va(t) _/O Yy dSa(u) _/0 ‘,U«u _Tu’]-o'u:()du-

Sous (AOA), c’est a dire en I'absence d’opportunité d’abitrage, on doit avoir |u, — ry|1g,—0 = 0
m @ P—p.p. car sinon la stratégie précédente est clairement un arbitrage et donc il existe un
processus # progressivement mesurable tel que

o1l = py — 1y ;

on peut prendre par exemple

Mt — T
Ht — o 10'1&750

puisque si g = 0 alors py —ry = 0.

La question qui se pose alors est : cette condition est-elle suffisante 7



Pour les modéles financiers « discrets », il y a un résultat trés important qui dit que I'absence
d’opportunité d’arbitrage est équivalente a ’existence d’une probabilité risque neutre. Rappelons
qu’une probabilité risque neutre est une mesure de probabilité P* équivalente a P sur la tribu
Fr et telle que {S?(t), 0 <t < T} est une P*~martingale.

Ce résultat est-il encore vrai pour les « modéles continus » 7 Comme nous allons le voir,
I'existence d’une proba risque neutre entraine toujours I’absence d’opportunité d’arbitrage mais
la réciproque est fausse. Il faut renforcer 'hypothése d’absence d’opportunité d’arbitrage pour
pavenir & construire une probabilité risque neutre. Je vous renvoie aux travaux de F. DELBAEN
et W. SCHACHERMAYER [DS94, DS98|. Contentons-nous de prouver la premiére implication et
d’essayer de percevoir la difficulté de la seconde.

Supposons donc I'existence d’une probabilité risque neutre P*. Si on considére une stratégie
minorée v telle que Vp = 0. On a V4(t) = fg 1y, dS®(u) ; sous P*, S* est une martingale et donc
V® est une martingale locale comme intégrale stochastique par rapport & une martingale. De plus,
V@(t) reste minorée par une constante. Or une martingale locale minorée est une surmartingale
(c’est une conséquence du lemme de Fatou voir 'annexe). Par suite, nous avons

E*[VY(T)] <E*[V*(0)] =V =0.

Pour un arbitrage, on a V*(T) > 0 P (ou P* cest pareil) p.s. et donc E*[V*(T)] = 0 puis
Ve(T) =0 P et P* p.s. Ceci contredit le fait que P(Vp > 0) > 0. Il n’y a donc pas d’arbitrage.

Remarque. Notons que 'argument repose de fagon essentielle sur la minoration. Dans le modéle
de Black—Scholes le plus simple, c’est a dire lorsque les coefficients sont constant, si on s’autorise
toutes les stratégies autofinancées, il existe des opportunités d’arbitrage. Cela repose sur un
résultat de R. M. DUDLEY [Dud77| qui permet de construire un processus {h;}; adapté tel que

T T
/ h.dW, =1, et 0< / h% dr < 400, P-p.s.
0 0
On se place alors dans le cas r = 4 =0, Sg = Ry = 0 = 1, soit Ry = 1 et dS; = S; dW;
i.e. Sy = exp{W; — t2/2}. On définit V; = f(f hy dW, et 1y = hy/S;. (0,1) est une opportunité
d’arbitrage. En effet, Vo = 0 et Vi = fOT hy dW, = 1.
Bien évidemment cette stratégie n’est pas minorée.

Essayons de percevoir la difficulté de I'implication réciproque. Soit P* une mesure de proba-
bilité équivalente a P sur Fr et donc sur F; pour tout ¢ € [0,7]. Si on note D, la densité de P*
par rapport & P sur F;, D est une P-martingale strictement positive. Il existe donc un processus
{ht}te[o,T} progressivement mesurable tel que

T t 1 t
/ h?ds < +oo, Dt:exp{/ hdeS—/hgds}.
0 0 2 Jo

Je vous renvoie & ’annexe pour les détails.
R P . t .
D’aprés le théoréme de Girsanov, le processus B; = W, — fo hs ds est un mouvement Brownien
sous P*. D’autre part, nous avons

dSa(t) = S“(t){(,ut — T’t) dt + Ot th} = Sa(t){(,ut —Tre+ Utht) dt + ¢ dBt}

Si donc P* est une probabilité risque neutre, S* est une P* martingale, et 'unicité de la décom-
position des processus d’It6, donne
pt — T+ othy.



C’est précisément ce que fournit I'absence d’opportunité d’arbitrage : un processus 6 tel que
oify = py — ry. Mais en suposant que oy > 0, on a nécessairement 6; = —hy = (uy — r¢) /oy
et 'absence d’opportunité d’arbitrage ne donne pas d’information sur ce dernier processus. Or
notre hypothése de départ, P* est une probabilité équivalente & P, donne D martingale ce qui

est équivalent a
T 1 (T
E[exp{/ hdeS—/ h?ds}] =1,
0 2 Jo

puisqu’une surmartingale d’espérance constante est une martingale.
Dans le modéle de Black-Scholes, nous venons de voir qu’il existe une probabilité risque neutre
si et seulement si il existe un processus progressivement mesurable 6 tel que

T T 1 T
L — e = o0y, / 62 ds < +oo, E{exp{—/ edes—Q/ ogds}] =1.
0 0 0

Dans ce cas, si P*, est la mesure de densité par rapport a P sur Fp définie par le processus 6,

t ¢
dS*(t) = S(t)oydBy, ie. S%t) = Spexp {/ osdBs — ;/ o2 ds} ,
0 0

ol By = W; + fg 0 ds est un mouvement Brownien sous P*.
En particulier, dans le modéle de Black—Scholes a coefficients constants, il existe une unique
probabilité risque neutre P* de densité par rapport a P sur Fr, notant 6 la constante (u —r)/o,

3. COMPLETUDE DU MARCHE

Commengons par I’exemple le plus connu d’option européenne, celui d’une option européenne
d’achat ou « call européen ». Il s’agit d’un titre qui donne le droit mais non 1’obligation & son
détenteur d’acheter a une date T fixée par avance une action S & un prix K fixé par avance. T
s’appelle la maturité et K le prix d’exercice. A la date T, ou bien Sy > K ou bien S < K.
Dans le premier cas, le détenteur de 'option exerce son droit : il achéte une action au prix K ;
il peut revendre instantanément cette action au prix Sp réalisant ainsi un bénéfice de Sp — K
a la date T'. Dans le second cas, le détenteur de l'option n’exercera pas son droit : il ne vas
pas acheter au prix K une action qu’il peut acheter moins cher sur le marché. Il ne fait aucun
bénéfice. Finalement, le gain que procure la détention d’un call européen est £ = (S — K)*. On
parle souvent de « payoff ». Toute option européenne sera représenté par le gain que procure &
maturité sa détention.

Définition. On appelle option européenne de maturité T toute variable aléatoire positive et
Fr—mesurable.

Nous supposons a présent qu’il existe une probabilité risque neutre, P* et nous travaillons &
maturité fixée T > 0.
Nous introduisons deux notions importantes.

Définition. Une option européenne est réguliére — on devrait dire P*-réguliére — si la variable
aléatoire £% := ap€ est P*—intégrable i.e. E*[¢?] < +o0.



Une option réguliére est simulable ou duplicable s’il existe une stratégie autofinancée (x,1))
telle que
Vip =&, V@ est une P*~martingale.

Le marché est complet (plus précisément P*—complet) si toute option réguliére est simulable.
Notons tout d’abord qu’une option réguliére est simulable si et seulement si il existe une

stratégie minorée telle
Vo =E*[¢7], Vi =¢.

En effet, si £ est simulable alors il existe une stratégie autofinancée telle que V¢ est une P*—
martingale et V*(T') = &%, donc

V) =B (VAT) | F) =E* (& | ).

En particulier, puisque £ > 0, il en est de méme de V4(T') et V%(0) = E*[¢?].
Réciproquement, si (z,1)) est une stratégie minorée, V¢ est sous P* une martingale locale
minorée donc une surmartingale. On a donc pour tout ¢ € [0, 77,

E*[V(T)] <E*[V*(t)] <E*[V*(0)].

Si V*(0) = Vo = E*[€9] et V4(T') = £2 alors pour tout t € [0, 7], EX[V*(t)] = E*[¢?] et V@ est

alors une P*—martingale, une surmartingale d’espérance constante étant une martingale.
Comme dans les modéles discrets, nous avons le résultat général suivant : s’il existe une

probabilité risque neutre P*, le marché est P*—complet si et seulement si P* est 'unique probabilité

risque neutre. Je vous renvoie a l'article de J. HARRISON et R. PLiskA [HP83|. Dans le modéle
de Black—Scholes, nous obtenons le résultat suivant :

Théoréme. On se place dans le modeéle de Black—Scholes et on suppose ’existence d’une proba-
bilité risque neutre.
Le marché est complet si et seulement si oy > 0 m ® P-p.p.

Démonstration. Nous supposons 'existence d’une probabilité risque neutre P*. Notons D; la
densité de P* par rapport a P sur F;; D est une P-martingale et il existe donc un processus 6
progressivement mesurable tel que o460, = g — 1y, fOT 92 ds < +o00 et

t 1 t
Dt:exp<—/ ede5—2/ 93d3>.
0 0

Le processus B; = W; + fg 05 ds est sous P* un mouvement brownien et dS%(t) = S%(t)odB;.

Supposons dans un premier temps le marché complet. Considédons la variable aléatoire Fp—
mesurable

T T
¢E=Ryp <1 +/ 1,.—0 dBt> R soit &4 =1+ / 1,,—0dDB;.
0 0

£ est clairement intégrable par rapport a P* et E* [é“] = 1. Par hypothése, £ et & sont
simulables. Il existe donc deux processus progressivement mesurable ¥/ et 1~ tels que

t
M7 =R [&“i] +/ YE dS*(u) P*-martingale vérifiant M%[ = ot
0



Posons ¢ = T —~ et M = M — M~. M est une P*-martingale et par suite il en est de méme
de Xy :=M;—1— fg 1y,—0 dBs qui, par construction, vérifie X7 = £* — &% = 0. Donc, pour tout
0<t<T,

t t t
X; =E*[¢] + / 1y S*(u)oy dBy, — 1 — / 15,—0dB, = / (YuS*(u)ou — 14,—0) dB, = 0.
0 0 0

Il vient alors ¢,S*(u)o, = 15,—0 m ® P—p.p. et donc o, # 0 soit g, > 0 m @ P—p.p.
Réciproquement, si oy > 0 m@P-—p.p. Considérons £ une option réguliére M la P*—martingale

M, = E* (fa ‘ ft). Comme DM est une P-martingale, nous obtenons via le théoréme de repré-

sentation des martingales browniennes — voir I’annexe pour les détails —, la représentation

t
vt € (0,77, Mt:Mo+/ H,dB,,
0

pour un certain processus H progressivement mesurable. Le reste est un jeu d’écriture : posons
Wy = Ht/(atS“(t)) — ce qui a bien un sens puisque o; > 0 (S% est une exponentielle) — pour
obtenir

t t
M; = My + /0 Yy, S*(u)dB, = E* [{a] —|—/0 y, dS*(u).

La stratégie autofinancée (E*[£%], 1)) simule option £ puisque par construction V¢ = M est une
P*~martingale telle que V*(T) = My = £* soit Vp = &. O

4. LA PROBLEMATIQUE DES OPTIONS

Venons-en a présent aux questions que soulévent les options. Prenons le point de vue du
vendeur de l'option. A linstant ¢ = 0, il vend le contrat — dont le gain pour l'acheteur est
la variable aléatoire £ — et recoit en échange une certaine somme d’argent que 'on appelle la
prime disons x euros. Le premier probléme du vendeur est de ne pas perdre d’argent : en effet,
a l'instant 7', la maturité, il sait qu’il devra verser au détenteur de l'option la somme (aléatoire)
&(w). Pour se couvrir contre ce risque, le vendeur va investir la prime x dans le marché et suivre
(ou essayer de trouver) une stratégie autofinancée et minorée 1) de sorte que V;’¢ > € Pps.
C’est le premier aspect du probléme. D’autre part, on imagine sans peine que notre agent n’est
pas le seul a proposer ce produit et donc il souhaite étre le plus compétitif possible c’est & dire
vendre 'option le moins cher possible. Finalement, le prix de 'option £ apparait comme

P(¢) = inf {1: >0, 3(x, 1)) stratégie minorée t.q. V;’w > fIpr.s.} .

Il est trés facile de montrer que P(&) > E*[¢%]. En effet, si (x,1)) est une stratégie minorée
telle que Vr > &£, V@ est une surmartingale et
z=E"[V0)] > E*[VYT)] > E*[¢"].
En fait, lorsque le marché est complet on obtient un résultat plus précis puisque

Théoréme. Sile marché est complet, P(§) = E*[£%], Uinfimum étant atteint pour une stratégie
(x,) telle que Vi,:f’w =¢£.

En effet, puisque le marché est complet, il existe une stratégie (z,v) simulant £ et telle que
V% soit une P*—martingale. Par suite,

v =V(0) = E*[V4(T)] = B*[¢"],

et (x,1) convient.



Remarque. On parle souvent de prix équitable ou « fair price » pour P(§). La raison en est la
suivante. L’acheteur de 'option paye la prime z et investit dans le marché en espérant lui aussi
ne pas perdre d’argent en suivant une bonne startégie 1. Il souhaite donc que le bénéfice de
I'option couvre ses dettes éventuelles au temps 1" soit £+ V., oY > 0. D’un point de vue pratique,
les acheteurs veulent savoir jusqu’a quel seuil ils pourront ne pas perdre d’argent au total soit

sup {x >0, 3(—=x,1) autofinancée t.q. £ + VT_:C’w > 0P—p.s. et V? P*fsurmartingale} )

Notons P_(&) cette derniére quantité. On montre tout d’abord que P_(&) < E*[£?]. En effet,
puisque £ > 0 = —V;O’O, P_(&) > 0 et si (z,1) est une stratégie autofinancée répondant aux
critéres on a, V%(T) > —£% et donc via la propriété de surmartingale

B[] < B VD)) <E[VO(0)] = .

Dans le cas d’'un marché complet, il existe une stratégie (x,1) qui simule 'option et z = E*[£%];
la stratégie (—x, —1) réalise le supremum et par suite P_(§) = E*[¢?] = P(). Le point de vue
de l'acheteur rejoint celui du vendeur, d’ott 'expression « prix équitable ».

Formule de Black—Scholes. Impossible d’introduire le modéle de Black—Scholes sans donner la
célébre formule du méme nom qui donne le prix du call européen dans le cas le plus simple, celui
des coeflicients constants. Si on considére une option européenne d’achat de prix d’exercice K et
de maturité T, on a & = (S — K)T. D’aprés ce qui précede, le prix d'une telle option, disons C,
est

C=E [T (Sp — K)t] =B [(Sa(T) - e”"TK)JF} .

Or, nous avons vu que,

ST) = Spexp (6B — o*T/2) @ Sp exp (O’\/TG - U2T/2)

ou G est une gaussienne centrée réduite. Notant o = o/, on obtient donc

2 —rT
az

c— 1 (5 ox— —TTK)+ %4 So T / -
= — e — € e xr = —F—— e e X — e
V21 JR 0 Vor J1 V2m Jr

si = {:L’ € R, Spe®® T > e_TTK} = [—d~, +oo[ avec

2 dx,

Il vient alors

S (@—a)? e TR 2
0 e 2 dx— P

V 27T xZ—d* V 27T (Lz*di
So e TK 22

2
= 6_% dy —
V2om y>—d —a V2 r>—d—

et comme d~ + a = dT, on obtient finalement

C = Sy®(d") — e "TK®(d),

ot ® désigne la fonction de répartition de loi normale centrée réduite.



L'approche EDSr. Nous venons de voir que le prix d'une option européenne, &, est donné par
« simulation » : plus précisément, on cherche une stratégie autofinancée de valeur finale Vp = £
et on a P(&§) =V

Or pour une stratégie autofinancée, nous avons dV; = ¢; dRy + ¢ dS;, qui devient dans le
modéle de Black—Scholes a coefficients constants

d‘/;g = rd)th dt + ¢tSt(,Uf dt +o0o th),
ce qui donne, puisque ¢ Ry = Vi — 945,
dV; = rVidt + (,u — r)¢tSt dt + atht dW;.

Déterminer le prix d’une option européenne revient donc naturellement & résoudre une EDSr :
en effet, pour simuler 'option &, on cherche un couple de processus (V, 1)) tel que I'évolution de
V est régie par 'EDS précédente et Vi = £; on souhaite donc que (V1)) soit solution de

T T
Vi=¢— /t (rVu + (u— r)q/)uSu) du — /t 0y Sy dWy,.

Pour « coller » au formalisme EDSr, il suffit de changer d’inconnue en posant Z; = og14S; (S est
connu) l'équation précédente se réécrit, si 'on note 6 = (u —r)/o,

T T
Vtzf—/t (er—i-GZS)ds—/t Zs dW,.

On obtient ici une EDSr linéaire que 'on peut résoudre « explicitement » retrouvant ainsi la
formule Vy = P(§) = E*[e7"T¢].

Supposons maintenant que « le régulateur du marché » veuille éviter trop de spéculation
sur ’action sous-jacente. Il peut soit interdire formellement cette transaction soit, de fagon plus
subtile, pénaliser les investisseurs qui se livrent a cette pratique. Dans le second cas, lorsqu’un
investisseur fait des dettes libélées dans le sous-jacent, il doit payer une pénalité (instantannée)
proportionnelle au montant de cette dette soit ¢;S;. Dans ce dernier cas, dupliquer une option
européenne revient a résoudre 'EDSr,

AV, = (rVi + 02y — 7 Z7 ) dt + ZydWy,  Vp =E,

ou 7 est une constante positive. Cette EDSr n’est plus linéaire mais les hypothéses du théoréme
de PARDOUX et PENG sont satisfaites dés que & est de carré intégrable.
Un autre exemple d’EDSr non-linéaire intervenant en finance est le suivant :

dV, = (rV, + 02;) dt + Z, dWy — (R —r)(Vy — Z¢ /o)~ dt, Vi =¢&.

On est amené & résoudre cette derniére équation pour dupliquer une option européenne lorsque
le taux d’emprunt R est supérieur au taux r auquel est rémunéré I’argent. Il n’est dans ce cas pas
raisonnable d’emprunter de I’argent & un taux R et d’investir au méme moment sur le placement
stir dont le taux est 7.

Signalons que dans tous les exemples précédents, les stratégies sont admissibles i.e. V; > 0.
Cela résulte trés facilement du théoréme de comparaison pour les EDSr.



Annexe. COMPLEMENTS DE CALCUL STOCHASTIQUE

Commengons par mentionner un résultat élémentaire : une martingale locale minorée est une
surmartingale. Soit donc X une martingale locale miorée c’est a dire pour laquelle il existe une
constante ¢ > 0 telle que P-p.s. X; > —c. Quitte & rajouter la constante ¢ & X nous supposons
que X est positive. Soit (7, )y une suite localisante pour X. On a, si 0 < s < ¢, pour tout n € N,
comme X est une martingale,

E (Xt/\Tn ‘ fs) = Xs/\’rna
et le lemme de Fatou donne, puisque 7, — 400,

E (Xt ‘ ‘7:5) = EE&}EE (Xt/\Tn ‘ .7:5) = liminf Xz, = X,

n—-4o00
ce qui montre que X est une surmartingale.

Rappelons maintenant deux théorémes fondamentaux du calcul stochastique : le théorémes
de représentation des martingales browniennes et le théoréme de Girsanov.

Soient W un mouvement brownien d—dimensionnel défini sur un espace de probabilité complet
et T'> 0; on note {F;},-, la filtration augmentée de W.

Théoréme (Représentation des martingales browniennes). Soit {X;},c(o ) une martin-
gale locale par rapport o la filtration {}_t}te[o,T]' Alors il existe un unique processus progressive-

ment mesurable { Hy},e(0,1) tel que P-p.s. t — Hy appartient a L2(0,T) et P-p.s.

t
Xt:Xo—i—/Hs-dWS, 0<t<T.
0

En particulier, dans la filtration brownienne, toutes les martingales locales sont continues.

Théoréme (Girsanov, Cameron—Martin). Soit {h¢},c(o. 1) un processus progressivement me-
surable tel que P-p.s. t — hy appartient a L2(0,T). Notons, pour t € [0,T],

t 1 t
Dt:exp{/ hs-dWS—/ \hs\st}.
0 2 0

Si E[Dr] =1 alors {Dt}te[ng] est une martingale et le processus By = Wy — fg hs - dW est
une F-martingale sous la probabilité P* de densité Dt sur Fr.

Une condition suffisante pour que E[Dy] = 1 est donnée par la condition suivante, due a

Novikov :
1t
E |expq = |hs|*ds p | < +o00.
2 0

Changement de probabilités. Soit (2, F,P) un espace de probabilité complet et {Fi},5, une
filtration vérifiant les condition habituelles. Soit P* une mesure de probabilité sur (§2,F) telle
que pour tout ¢ > 0 la restriction de P* & F; est absolument continue par rapport a la restriction

de P, de densité D;. D est trivialement une P—-martingale puisque, pour 0 < s <, si A € F,

E[14 Dy =P*(A) =E[14 D).
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De plus, X est une P*—martingale si et seulememt si DX est une P-martingale. En effet, si
s<tet Ae F;,

E[D:X:14]) = E*[X;14] et E*[Xs1a] =E[DsX14].
En particulier, si £ est une variable aléatoire, Fr—mesurable et P*—intégrable,
DE*(€| i) = E(Dr€ | 7).
puisque, pour tout t < T,

DyE*(¢ | Fi) = E (DrE*(¢| Fr) | Fr) = E(Dré | 7).

Plagons-nous maintenant dans un cadre un peu particulier : on suppose que la filtration est
la filtration augmentée d’'un mouvement Brownien W (sous P) et que P* est équivalente a P sur
Fi. D est alors une martingale strictement positive que I’on peut représenter sous la forme

t 1 t
Dt:exp{/ hs.dWs—/ |hs\2d8}, (%)
0 2 Jo

avec h progressivement mesurable, & trajectoires dans L2(0,T). En effet, comme D est une P
martingale brownienne, on a

t
Dt:1+/ US'dWs,
0
pour une processus u progressivement mesurable & trajectoires L2. La formule d’It6 donne,

1 1
dIn Dy = —uy - AWy — —— |ug|* dt ;
HEe=p e 2Dt2|“’f| ’

il suffit de poser hy = uy/D;.

Pour finir, signalons que toute P*—martingale X se représente sous la forme
t
X=X+ [ 6u-dB.,
0

oll 3 est progresssivement mesurable & trajectoires L? et B; = W; — fot hs ds. Remarquons tout
d’abord que le résultat n’est pas tout a fait trivial puisque X est certes une F" mais sous P*
W n’est pas un mouvement Brownien. Toutefois, DX est une P-martingale et sous P, W est un
mouvement Brownien. On applique le théoréme de réprésentation des martingales browniennes
pour obtenir

DX = Xo+ /Dtus - dWs.
Or on a, via la représentation (f), dD; = D¢hy - dW; et par suite
dD; ' = Dy (= hy - AWy + || dt).
On écrit X; = D, 1'% DX, et la formule d’intégration par parties donne
dXy = Dy Mug-dWy+ Dy Xy Dt (— hy-dWi+ | by |* dt) — Dty hy dt = (Dy  ug—Xohy) - (AW —hy dt),

soit encore notant 3; = Dt_lut — Xihy, dX; = B - dBy.
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