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TCL, condition de Lindenberg, martingales

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires réelles de carré intégrable centrées. On note, pour
tout n > 1, S, = X1 +...+ Xy, s2 = E [S2] et on pose si besoin Sy = 0. L’objectif est d’obtenir
le TCL sous la condition de Lindenberg

1 & L
Ve>0, 5 Y E[XP1x e, 0. (1)
n k=1

On envisage deux situations : le cas des variables indépendantes et celui des martingales. Dans
le le premier cas, la condition de Lindenberg est en fait nécessaire et suffisante pour I'obtention
du TCL.

1. Variables indépendantes.

On suppose dans ce paragraphe que les (X,),>1 sont indépendantes et on note, pour n > 1,
b, = 852 maxji<i<n E [X]%] .

Théoréeme 1. Soit (X,,)n>1 une suite de variables indépendantes de carré intégrable centrées.
La condition de Lindenberg (1) est vérifiée si et seulement si limp_yoo by = 0 et (Sp/Sn)n>1
converge en loi vers N de loi gaussienne centrée réduite.

Nous allons en fait démontrer une généralisation de ce résultat aux cas des tableaux de
variables indépendantes.

Soient (py)n>1 une suite d’entiers strictement positifs et, pour tout n > 1, X, 1, 1 <k < p,
des variables aléatoires indépendantes de carré intégrable et centrées. On note, pour tout n > 1
et tout 1 < k < py,

— 2 _ 2 2 _ 2 _ 2
Zn - Zlgkgpn X”%’“’ Onk = E [Xn,k} ) Op = Zlgkgpn On,k> 6n = mMaX1<i<p, O ke

Dans ce contexte, la condition de Lindenberg s’écrit
o 2 n—+0o00
Ve>0, M=), E (X211 1x, 5e] =22 0. (2)

Théoréme 2. On suppose que, pour tout n > 1, les variables aléatoires X, 1, 1 < k < p, sont

indépendantes de carré intégrable et centrées et que o2 — o2 > 0.

La condition de Lindenberg (2) est vérifiée si et seulement si limy, o0 6p = 0 et (Zn)n>1
converge en loi vers N ou N est gaussienne centrée réduite.

Avant de faire la démonstration de ce résultat voyons comment il permet de retrouver le
théoreme 1. Pour cela, il suffit de définir, pour n > 1 et 1 <k <n, X, = Xi/s,. On a alors,
Zyp = Sp/8n, 02 =1, 0, = by et

1>
Ve > 0, )\n(€) = 87 ZE [Xg 1|Xk|>53n:| .
n k=1
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que la condition de Lindenberg (2) implique en par-
ticulier que §,, — 0. En effet, pour tout 1 < k < p, et tout € > 0,

E [szbk} =k [Xg,k1|Xn,k|>a] +E [be,k1|xn,k|§s] < An(e) +€? (3)
et par suite, pour tout € > 0,
O < Anle) + €2, limsup d,, < £2.

11 suffit donc d’établir I’équivalence entre la condition de Lindenberg et la convergence en loi de
Zyn, vers o N sous '’hypothése supplémentaire que d,, — 0.

Désignons par ¢y, . la fonction caractéristique de X, ;. et par 1, celle de Z,,. Vu I'indépen-
dance des variables X, 1 < k < n on a ¢¥n = [l1<x<p, Pnk et, d’apres le théoréme de Paul
Lévy, le théoreme se résume a

Ve >0, M(e) 2220 = VieR, on(t) =2 e’cgth.
Commencons par écrire que
Ve € R, e =14 iz — %l’g + %$2 Q(z),
avec, en particulier Re(Q(x)) =1 —2272(1 — cosz) et
1-Q@I <1 Q) <win (22, (4)
Si X est une variable aléatoire de carré intégrable et centrée,
E[¢X] =E {1 FiX - %XZ + %X2 Q(X)] —1- %E [x?) + %E [x2Q(x)]. (5)

Notons log z la détermination principale du logarithme. Rappelons que, pour |z — 1| < 1,

n 2
o2 = S0y EE o) =gz — (e - D < T 11 =
On a, via (5), comme |1 — Q(z)] < 1,
£ ] - 1 = | 3B [x*a - Quoy]| < 5B [x7]. (©)
En particulier, lorsque E [X2] < 2, |E [eiX ] - 1‘ <1et
logE [¢] =E [¢X] —1+ R(X), ot R(X)=p(E[¢X]).

Si E [X?] < 2, il résulte de (5) et (6) que

logE [¥] = —%E x?] + %IE [X2Q(X)] + R(X),  avee |R(X)|< 31 iEg;[];] (7)

Prenons ¢t € R. Par indépendance des variables X, 1, 1 <k < p,, on a
wn(t) = ngkzﬁpn ‘Pn,k(t)Q
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d’autre part, on déduit de I'inégalité (6) que

t2
maXj<g<n |30n,k:( ) - 1| < 76

Puisque &, — 0, pour n assez grand (4, < 2/t?),

Pn(t) = H1<k<pn elogenk(t) — exp (ZKKM log (pn,k(t))

et compte tenu de (7) appliquée a tX,, ; pour tout 1 < k < p,

2
> IOg‘Pn,k(t):—§ > nk+ > ]E[ thXnk]-i- > R(tXnp)
1<k<pn 1<k<pn l<k<pn 1<k<pn
Par hypothese, >>; <<, O’Z’k — o2 et I'inégalité de (7) donne, comme z —— 1/(1 — ) est
croissante sur |0, 1],

oy 4
> S <
11242 41

1§k§§pn n, k 2

Z R(Xn,k) <

1<k<pn

5 Z O'nk—>0

n 1<k<pn

. o242 . .
Par conséquent, 1, (t) converge vers e~ /2 i et seulement si

Zlgkgpn E [Xg,kQ(tXn,k)} — 0.

Il s’agit donc de montrer que la condition de Lindenberg est équivalente a
—+
VieR, L= _ _ E [X%kQ(tXn,k)} notoe g

Supposons la condition de Lindenberg vérifiée. On a alors, puisque |Q(z)| < min(2,|z|/3),
pour tout t € R et tout € > 0,

E [ X2 1Q(X0 )] < B [X2min(2, |[tX0kl/3)1x, 5] +E [ X2, min(2, [£X,4]/3)1 x, <]

[tle
< 2B | X2 Lix, uise] T B [Xi] ()
d’ou 'on déduit, en sommant de k =1 a p,, que, pour tout ¢t € R et tout € > 0,
t t
Ll <200+ 0e Y o2 msup i) < eo
1<k<pn n—-—+00 3

lim,,—, 4o 1 (t) = 0 pour tout réel ¢.
Réciproquement, supposons que I, (t) — 0 pour tout réel t. En particulier,

WER,  Re(ln(t) = > E[X2Z,Re(Q(tXyx)] — 0.
1<k<pn

Or Re(Q(z)) = 1 —2z72(1 — cosz) > 1 — 4z=2 pour |z > 0. Si |z > 2v/2, Re(Q(z)) > 3 et
comme Re(Q) est positive
1
§1|m\>2\/§ < Re(Q(x)).
Par conséquent, pour tout € > 0,
> E[X2dx,, e €2 Y E|X2iRe(Q(2v2X04/2) )| = 2Re (1 (2v2/2)) — 0
1<k<pn 1<k<pn

Ceci termine la démonstration. O



Remarque. Si on veut seulement montrer que la condition de Lindenberg est suffisante, la dé-

monstration est un peu plus simple. En effet, comme o2 — o2, il suffit de démontrer que

2.2 12,2
¢%(t)—’eftgn ::‘Ill<k<n1¢”$4t)__I11<k<pne ;k — 0.
Comme il s’agit de nombres complexes de module inférieur a 1, on a
t252 1252
|H15’“Spn Ok | < 2 iy, [Prrlt) =€ “
En utilisant la relation (5), on obtient
2.2 2 2
pnlt) — | < PB [x2 QU ) + 1 - T

Or,siz >0,0<e®—1+ax < 2?/2. Par conséquent,

2_2
t Un,k 4

k|t t
Onp(t)—e” 72 | < EE [XZ,kIQ(tXn,k)I} + gffﬁ,k-

On obtient alors en utilisant I'inégalité (8) et en sommant sur k, pour tout € > 0,

2 _2
tTon

‘%(t) 5

[tlo2e  t26,02

<2\,
<2\ (e) + 3 3

Il suffit de faire tendre n vers l'infini puis € vers 0.

2. Le cas des martingales.

On suppose a présent que (Sy,)n>0 est une martingale de carré intégrable centrée avec Sy = 0.
On note ({S)n)n>0 le crochet prévisible de cette martingale & savoir

(=0,  (Sh= Y E((Sa—Su1)*|Fa1), n>1
1<k<n
Pour n > 0, on note s2 = E [S2] = E[(S),], et on pose, pour n > 1, X;, = S,, — Sp_1.
Nous allons démontrer le résultat suivant di & Brown [Bro71].

Théoréme 3. Soit (S,)n>1 est une martingale de carré intégrable telle que Sy = 0.

Si ((S)n/82)n>1 converge en probabilité vers 1 et si la condition de Lindenberg (1) est vérifiée,
alors (Sy/sp)n>1 converge en loi vers N gaussienne centrée réduite.

Comme dans le cas des variables indépendantes, nous allons montrer une généralisation de
ce résultat pour des tableaux de différences de martingales. Soient (p,),>1 une suite d’entiers
strictement positifs et, pour tout n > 1, (Znk, Frk)o<p <p, une martingale de carré intégrable
telle que Z, 0 = 0. On note, pour tout n > 1 et tout 1 <k < p,,

2
Xn,k = Zn,k - Zn,kfly Vn,k = En,kfl <Xn,k) ) A, = maxi<g<p, Vn,ka

ou E,, , désigne I’espérance conditionnelle par rapport a 7, ;. On note encore A, o = 0,

An,j = Z En,k—l ((Zn,k - Zn,k—l)Z) - Z Vn,k; ZTL = Zn,pm An = An,pn-
1<k<j 1<k<j

Finalement, 02 = E [Z2] = E[A4,].



2

2 =02 >0 et que (A,/02)n>1 converge vers 1 en

Théoreme 4. On suppose que lim,_. | o
probabilité.
Si la condition de Lindenberg (2) est vérifiée alors (Zy)n>1 converge en loi vers o N ou N

suit la loi gaussienne centrée réduite.
On retrouve le théoreme 3 en considérant X,, = (S — Sk—1)/5n.

Démonstration. Commencons par établir le théoreme lorsqu’il existe une constante C' telle que
A, < C pour tout n > 1. Il s’agit donc de démontrer que E {thzn] — e 7"/2 Puisque

. . < y 242
O‘TQL — 02, ceci revient a montrer que E {e”z’f"gnt / 2} — 1. Remarquons d’autre part que

; 242 ; 2
eitZntont®/2 _ pitZntAnt™/2 converge vers 0 dans LY. En effet,

oitZn+ont?/2 _ ez’tzn+Ant2/2‘ _ ’60%152/2 . eAntQ/Q‘

et comme 02 — 02, A,/02 — 1 en probabilité, cette derniére quantité converge vers 0 en

probabilité. On obtient la convergence dans L' par convergence dominée puisque 0 < A, < C.
Nous devons donc montrer que

E [ez‘tzn+Ant2/2} - E [eitzn,pn%n,pnt?/ﬂ notoo g

Soit n > 1. Posons, pour 0 < k < p,,, Hy = eitZnitAnit?/2 QO g eitZn+Ant®/2 _1 = H, —H,
puisque Hg =1 et

‘E |:eith+Ant2/2} — ]_‘ = ‘E |:Zl<k’<pn (Hk — Hk—l):| ‘ = ‘]E |:Zl<k:<pn En,k—l (Hk — Hk_l):| ‘ .

Par conséquent,

1<k<pn |

’E [eith—i-Ant?/Q] _ 1’ <E [Z En,k—l (Hk — Hk—l) |] . (9)

On a, pour tout 1 < k < p,,

Hy—H, | = eitzn,kfl'*‘tQAn?k/z (eitka — e_tQVnJc/z)
2X2

4 t 2
— eltzn,k71+t2An,k/2 (1 4 ZtXnJg . 2”7)6 + §X72L’RQ(tXn7k;) _ etQVn,k/2>

et puisque A, i, Zpk—1 €t Vy i sont F, ;1 mesurables et E,, 1 (X, %) =0

» 2 t2
En oot (Hp — Hy—y) = ¢ Fnieottna/2 <2Envk’—1 (X24Q(Xnp)) —U (tQank/2)>

ot U(x) =e® —1+x. Comme 0 < U(z) < 22/2 pour z > 0 et Apr < App, < C, on obtient

2 /9 t? t2
Enr (Hy = Hy,)| < 725 (Ek (X7 KlQex0l) + 4%)

oot 2 t
< ¢S Enger (X241QEX00)) + 7 A0V



et sommant ces inégalités de k =1 a pp, puisque Ay p, = > <<y, Vak < C,

2 2
_ crzj2t” 2 2
Zlgkgpn Enk—1 (Hy — Hy—1) [ < e 5 (ZKKM En k-1 (Xn,k\Q(tXn,k)l) +7 An0> :

L’inégalité (9) donne alors

Efesene] < frD (5 B[R] + fac)
- 2 1<k<pn .k nk Vi

puis en utilisant (8), pour tout € > 0,

itZn+Ant?/2 Ct2/2t2 |t t2
[ [eitZntant?/2] | < 5 | 2ha(e) + Geon + T CEA] ). (10)

Il reste donc & estimer E[A,]. Utilisant le méme découpage que pour obtenir 'inégalité (3), on
a, pour tout € > 0,

An< > B (X20x,e) +65 E[A] < Au(e) +62
1<k<pn

11 suffit de prendre limsup,,_,, ., dans I'inégalité (10) pour conclure.

Affranchissons nous & présent de I’hypothése A, < C. Puisque A, converge vers o2 en

probabilité, P(A4,, > C) converge vers 0 pour tout C' > 0. Prenons un tel C' > o et posons
Vn Z 1, V1 < k S Pns X;,k = Xn,k 1An,k§0‘

Par construction, |X;;k] < | Xy k| et, comme A, j est F, p_i;—mesurable, E, (X;;k) =0 et
A p, < C. Dautre part, A}, = A, et Z; = Z, sur {A, < C}. Comme P(4, < C) — 1,
A, — A et Z, — Z* converge vers 0 en probabilité. En particulier, A* converge vers o2 en
probabilité. En fait A, — A% converge vers 0 dans L' puisque 0 < A — A, < A, et (Ay)n>1
est équi-intégrable car convergeante vers o2 dans L! via le lemme de Scheffé. Il s’en suit que
(07)? = E[A}] — o2. Enfin, \(g) < An(g). On peut donc appliquer le résultat précédant a la
suite (Z;),,~; qui converge en loi vers ¢ N. Puisque Z;; — Z,, converge vers 0 en probabilité, il en

va de méme de la suite (Zy,)n>1. O

3. L’estimation clef.

Finissons en démontrant les majorations de la fonction @ voir (4). Pour tout n > 0 et tout
x € R, on a, en intégrant par parties,

1

1 j ,
i (1 —s)"Tlei®s g, (11)

n+1+n+1 0

1 .
/ (I1—s)"e"ds =
0
Pour n =0 et x # 0, on obtient

e’ —1

1 , , 1 '
—— =1+ m/ (1—s)e™ds, " =1+iz+ (im)z/ (1 — s)e™™* ds,
1 0 0



ou la seconde formule est vraie aussi pour z = 0. Via (11) pour n =1, on a

. i) 2 i\l )
e =1+4ix+ @ + (2325) / (1—s)%e® ds ;
0

une récurrence élémentaire donne, pour tout n > 0

i = (Z$)n (ix)n—i_l ! n _irs
e :Z oy + oy /0(1—5)6 ds

k=0

qui n’est rien d’autre que la formule de Taylor avec reste intégrale. Notons Ry, () le second terme
du membre de droite. On a, pour tout réel x,

R - |x\”+1 1 ) ng |x’”+1
|Rn(z)] < ol /()( ) 3—m~

D’autre part via (11) pour n — 1,

= IR /01(1 — 5)"e™ ds = (:f):)‘ </01(1 — 5)" e ds — TlL) .

Ori= fol(l —5)" lds et

Ry, (x)

Par conséquent, comme | — 1| < 2

2|

1
(-1 /0 (L= s = =

n+1 n
| R ()| < min (‘x’ 2’”5‘) .

| B ()] <
Finalement,

(n+1)I"" nl

Avec ces notations, on a Q(z) = 2z ?Ry(z) et |Q(z)| < min(|z|/3,2). D’autre part, vu
lexpression de Rg, via (11) pour n = 1,

1 ) 1 )
Qx) = —(ix)/o (1—s)%e®ds=1— 2/0 (1 —s)e*ds

d’ou 'on déduit immédiatement que

1Q(x) — 1] §2/01(15)ds:1.

Références.

[Bro71] B. M. Brown, Martingale central limit theorems, Ann. Math. Statist. 42 (1971), 59-66.



