Maitrise de Mathématiques

Construction du Mouvement Brownien.

L’objectif est ici de construire le mouvement brownien de fagon élémentaire comme processus
gaussien de covariance s A t. Pour ce faire, nous utiliserons la base de Haar de L2([0, 1]).

1. Processus gaussien et mouvement brownien.

Soient (€2, F,P) un espace probabilisé et T" un ensemble non vide; dans la plupart des cas,
T=N,T=R; ouT =[0,1]. On considére, pour tout ¢ € T, une application X; :  — R.

Définition. X = {X;},er est un processus stochastique (réel) si, pour chaque t € T, X; est
une variable aléatoire réelle.

X est un processus gaussien si, pour tout (¢1,...,t,) € T™, (A1,...,A\,) € R™, la variable
aléatoire réelle \ Xy, + ...+ A\, X}, est gaussienne.

Un processus aléatoire est donc une famille de variables aléatoires. Remarquons également
que lorsque 1" est un ensemble fini, la définition d’un processus gaussien n’est rien d’autre que
celle d’un vecteur gaussien.

On appelle moyenne et covariance d’un processus gaussien X les fonctions m : T — R et
C:T xT — R définies par

m(t) = E[X4], C(t,s) = E[X; X] — E[X] E[X,].
X est dit centré si m = 0.

Définition. Un processus stochastique B = {B;};>¢ est un mouvement brownien si :
(i) Bo=0;
(ii) pour tout t > 0, B; a pour loi N(0,t);
(iii) pour tous 0 <t; <ty <...<tn, By, — B, ,, ..., By, — By, sont indépendantes;

(iv) t — By(w) est continue sur Ry pour tout w € .

Un processus vérifiant la propriété (iv) de la définition précédente est dit a trajectoires
continues.

Il n’est pas évident a priori qu'un tel processus existe et nous allons en donner une construc-
tion s’appuyant sur les processus gaussiens. Commencons par établir la proposition suivante.

Proposition 1. Si B est un processus gaussien centré, de covariance s At, a trajectoires conti-
nues tel que By = 0 alors B est un mouvement brownien.

Démonstration. Soit B un processus gaussien, centré, de covariance sAt, a trajectoires continues
tel que By = 0. Si t > 0, B; est une variable gaussienne centrée de variance t A t = t. Reste
donc & montrer I'indépendance des accroissements. Puisque B est un processus gaussien (B, —
B, ,,...,Bt, — By,) est un vecteur gaussien centré. Il suffit donc de montrer l'orthogonalité
pour obtenir 'indépendance. Or, si s <t < u < v,

E[(By — B.)(B; — Bs)| = E[ByBy] — E[BuB;| — E[B,Bs] + E[BuB] =t —t — s+ 5 =0.

B est bien un mouvement brownien. O
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2. Base de Haar.

Construisons une base orthonormée de I'espace de Hilbert L2([0, 1]).

Pour tout entier n, désignons par Dy, j, k = 0,...,2" —1, le k° intervalle dyadique d’ordre n
de [0,1] soit D, = [k27", (k + 1)27"[ et par D,, I’espace vectoriel engendrée par les fonctions
1p,,, k = 0,...,2" — 1. Pour n fixé, les intervalles D, ; sont disjoints et, puisque Dy =
Dyy1,2k U Dyy1 2641, on a Dy, C Dyy1. Montrons que D = Vect(D,, n € N) est dense dans
L4([0,1)).

Soit f une fonction continue sur [0, 1]. Pour tout entier n, notons f,(x) = f(27"[2"x]);
(fn)nen converge vers f uniformément sur [0, 1] puisque || f, — f|loo < wy(27"). La convergence
a également lieu dans L*(Ry) car || fn — fll2 < | — falloo €t, comme, pour z € [0, 1],

2"—1 2"—1

fu(z) = Z F(k27™) Lppo—n (opryo—ni(z) + f(1) 1y (x) = Z f(k27") 1p, , (x),
=0 =0

f est limite dans L2([0,1]) d'une suite de fonctions de D les fonctions continues étant denses
dans L2([0,1]) il en va de méme de D.

Notons u la fonction réelle u(t) = 1[07%[(15) - 1[%’1[(75). Pour tout t € [0, 1], posons ug(t) =
1j,1((t) et, pour tous n > 0 et 0 < k < 2" — 1, ugnyx(t) = u(2"t — k) soit encore

1, si k27 <t< (2k+1)2-(+D,
ugn1(t) = 1p, 1100 (8) = 1Dy oy (B) = { =1, si 2+ 1270 <t < (k+1)277,

0, sinon.

Les fonctions (uy)pen forment un systéme orthogonal dans L2([0, 1]). En effet, pour p > 1,
fol up(t) dt = 0 de sorte que u, et ug sont orthogonales. Soient ¢ > p > 0. Notons p = (n,k)
avec 2" < p < 2" soit n = [In(p)/In(2)] et k = p — 2"; de méme m = (q,1). Si m = n alors
up(z)uqg(x) = 0 pour tout = € [0, 1] et sont donc orthogonales. Supposons m > n. u, = ugn 4
est constante sur les intervalles dyadiques d’ordres n+1, Dy 41,7 =0,...,2" —1 donc sur tout
intervalle dyadique d’ordre supérieur. En particulier, u, est constante sur {z € [0, 1] : uy(z) #
0} = Dy, ;. Comme ug est centrée, u, et ug sont orthogonales.

Montrons par récurrence que, pour tout n € N, D,, = H, ou H, est I’espace vectoriel engen-
dré par les 2" premieres fonctions u,, soit H,, = Vect (u, : 0 < p < 2"). Pour n = 0, c’est évident.
Supposons 1’égalité vrai pour n > 0. Trivialement, H,4+1 C Dy11. D’autre part, I’hypothese de
récurrence implique que

H,.1 = Vect (Dn, up, 2" <p < ontl _ 1) .

n _ _ .
Pour tout k € {O,. c, 2" = 1}, 1Dn,k = 1Dn+1,2k + 1Dn+1,2k:+1 et ugnyp = 1Dn+1,2k — lpn_’_l’%_,_1 ;

donc ugn i +1p, , =21p, ., et —ugnyg +1p,, =21p, ., ,.., ce qui montre I'égalité.

On obtient donc une base orthonormée de L2([0,1]) en considérant, pour tout entier p,
hp(t) = up(t)/|lupll2 soit ho(t) = 1jo,1((t) et pour n € Net k =0,...,2" — 1,

22, si k27" <t < (2k+1)2-(tD),

honyk(t) =< =22, si (2k+ 127D <t < (k+1)27",

0, sinon.



En particulier, pour toutes fonctions f et g de carré intégrable sur [0, 1],
1 1 1
| f@g@)ae =Y [ s de [ glahe) da, (1)
0 25070 0

cette derniere série étant absolument convergente.

3. Construction du mouvement brownien.

Construisons d’abord un mouvement brownien sur [0, 1]. Intégrons les fonctions de la base
de Haar pour obtenir la base de Schauder de ’espace de Cameron—Martin

t 1
Pp(t) —/0 hy(x) dx —/0 1[07t](m)hp(x) dx, te[0,1], peN.

Le graphe de la fonction oy, est le triangle de base [k27", (k+1)27"] et de hauteur 272! et
Yo(t) = t.

Soit (&, )N une suite de variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées
suivant la loi gaussienne centrée réduite. On pose, pour tout n > 0, tout ¢ € [0, 1] et tout w € 2,

BVw = Y e&w), X"V =B""w) - B" W),
0<k<2n
et X{”(w) = B (w) = t&(w).
Pour tout k = 0,...,2" — 1 et tout ¢ € [0,1], [thani(t)] < 272" et les fonctions ton .y ont

des « supports » disjoints ; par suite, comme Xt(nH) = > o<kean Yanik(t) Eanyi,

(n+1) -2
SUP¢eo,1] ’Xt =272 maxg<k<an [§2n k-

Par indépendance, notant A,, = {w € Q :maxg<p<on [Eonir| > V Qn},
2"1

P(4p,)=1-P (maxogk<2n |€an k| < \/ﬁ) =1- (1 —P(|€] > \/ﬁ))

Orl1—(1-a)"<nasi0<a<1;donc
1 +oco 22
P <maX0<k<2" |on | > v2n> <2"P (\ﬁol > v2n) =l / e 2 dr.
- V2 Jyan
D’autre part,
/+OO 22 +00 T 22 e*’n
ez dmﬁ/ ——e 2 dxr = —,

Nor van V2n V2n

et par conséquent

1 2\"
P (maX0§k<2n |£2n+k| >V 2n> < \/ﬁ <6> .

Par Borel-Cantelli, P(limsup 4,) = 0. Si w € liminf A¢

¢, il existe un entier n,, tel que, pour
tout n > ny,,

n+1

SUPte(0,1] ’Xt(nﬂ)(w)‘ <vn2 7.
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Pour tout w € liminf A, la série de terme général Xt(n) (w) converge donc normalement sur [0, 1]

ce qui entraine la convergence uniforme sur [0, 1] de la suite de fonctions continues B,ﬁ”) (w). On
pose alors, pour w € liminf Af,

vt e[0,1], Bi(w)=té&w)+ Y X (w) = lim B (w),

n—-+o0o
n>0

et pour w € limsup A4,,
vt € [0,1], Bi(w) = 0.

Vu la convergence uniforme obtenue précédemment, pour tout w € , t — By(w) est
continue sur [0, 1]. Il suffit donc de montrer (By = 0) que B est un processus gaussien centré de
covariance s At pour obtenir un mouvement brownien sur [0, 1]. Remarquons tout d’abord que,
d’apres la relation (1), pour tous s et ¢ de [0, 1],

1
8/\t=/0 Lio,s (#) L9 (@) dz = () (1)

p=>0

Les (&,)n>0 étant indépendantes, les variables aléatoires X = D on-1<jcon Yi(t) &, m € N le
sont également, et ce pour tout ¢ € [0, 1]. De plus, elles sont centrées. On a d’autre part,

SE|(x)]-E X wr =Tz

n>0 n>02n—1<5<2n p=>0

D’apres le critere de convergence des séries de v.a. indépendantes et centrées, pour tout ¢ € [0, 1],

B" = 2ign X" converge vers B; dans L2(,P). Pour tous s et t de [0,1], nous avons par
indépendance des &,,

E[B,B,| = lim E[B( )Bgn}: im Y wp)p(s) = > dp(t)un(s) = tAs.

n—-+o00o n—-+00
0<p<2m p=>0

Il reste & montrer que B est un processus gaussien. G := A\ By, + ...+ A By, est la limite dans
L2(Q,P) lorsque n — +oo de

Grno= MBI+ 4B = ST (Mtp(tn) + o+ A1) &

0<p<2n

les v.a. ({n)nen étant indépendantes, G, est une v.a.r. gaussienne pour tout n : G est donc une

gaussienne.
Pour construire, un mouvement brownien sur R, il suffit de considérer une suite (B(”))n>1
de mouvements browniens indépendants sur [0,1] et de définir

Z B £ By p<t<n+1;
1<k<n

B est un processus gaussien centré de covariance s At tel que By = 0, c’est donc un mouvement
brownien.



