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Module PRB1 : Contrdle Continu n° 1.

Exercice 1. Soit X une variable aléatoire de loi géométrique de paramétre p €]0, 1] : pour tout
ke N P(X =k)=p(l—prL

1. Exprimer E[f(X)] sous forme d’une série.
2. Calculer E[X 1]

Solution. 1. Si f est, par exemple, une fonction positive on a
- A k-1
BIA(X)) =3, FVRX = k) =3, F(R)p(1—p)* .

2. Rappelons que, pour |z| < 1, —In(1 —z) = Zkzl k='zF. On a,

E [X_l] = Zkzl E1p(1 —p)k_1 =7 ﬁp Inp.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire suivant la loi de Cauchy C(1) c’est a dire de densité
p(z) = 7711 + 22)~L. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = X 1.

Solution. Puisque X posséde une densité, P(X = 0) = 0; la définition de X! ne pose aucune
difficulté. Soit f : R — R une fonction borélienne et positive. On a

BV = [ F6) rrmde

Le changement de variable y = 2= — C'~diffeomorphisme de R* dans lui-méme — donne

Ef(Y)] = / fo 2t ay,

. Tl4y
Y suit la loi de Cauchy C(1).

Exercice 3. On considére la fonction réelle u(z) = (1 + |z|)~t.

1. Soit X une variable réelle. On considére, pour s > 0, §(s) = E[u(sX)].
Montrer que 6 est continue sur [0, +ool, de classe C! sur ]0, +oo[. Exprimer (s) comme une
espérance. Déterminer limg_, 4 6(s).

2. Soient U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] et ¢ €]0,1[. On considére la variable
aléatoire X = (U — ¢)*. Calculer, pour la variable X, 0(s) puis lims_, ;o 0(s). Est-ce cohérent
avec la question précédente ?



Solution. 1. Pour tout s > 0, w +— u [sX (w)] est mesurable. On a d’autre part,

1
su u(sX)| =sup —— < 1. 1

La fonction constante égale & un est intégrable puisque nous travaillons sur un espace probabilisé.
Remarquons, que pour w fixé, la fonction s —— u[sX(w)] est continue sur RT et vérifie
lim—, oo u [s X (w)] = 1403 (X (w)). La majoration (1) permet d’appliquer les résultats de conti-
nuité et passage a la limite pour les intégrales a parameétres : la fonction 6 est définie et continue
sur RY et on a lims_ 400 0(s) = E [lims_ o0 u(sX)] = P(X = 0).
L’application — & w fixé — s — u [sX (w)] est en fait de classe C! sur ]0, 4+o0[ et on a

9 _ [ X (w)]
Remarquons, que pour tout a > 0,
0 1 s|X(w)] 1
su —ulsX(w)|| =su - < —.
psza s [ ( )]‘ psza S(1+3]X(w)])2 ~a

Le majorant précédent est intégrable : u est de classe C! sur [a, +oc[, pour tout @ > 0 donc sur
10, +00] et

im0 00 -2 [Zun] --u[ L],

2. On a, pour tout s > 0,

! 1 ! 1 1
= —_— = —_— = —In|1 1—c¢)f.
0(s) /0 1+S(U_C)+du c—i—/c l—i—s(u—c)du c—i—sn[ + s(1 — )]

Par conséquent, 8(s) — csi s — +00. Or P((U —¢)" =0) =P(U < ¢) =c.



