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NOM : Note :

Prénom :

Exercice 1. Soit X une v.a.r. de densité x 7−→ 1

ln 2

1

1 + x
1[0,1](x) définie sur (Ω,F , P).

1. Rayer les propositions qui ne sont pas correctes

• P(X ∈]0, 1[) = 1 ;

• ∀ω ∈ Ω, X(ω) ∈ [0, 1] ;

• ∀ω ∈ Ω, X(ω) ∈]0, 1[.

2. Déterminer la loi de Y = 1/X − [1/X] où [x] désigne la partie entière de x.

On rappelle que si x ≥ 0
∑
k≥1

1

(x + k)(x + k + 1)
=

1

x + 1
.

Soit f une fonction borélienne et positive. On a

E [f(Y )] = E [f (1/X − [1/X])] =

∫ 1

0
f (1/x− [1/x])

1

ln 2

1

1 + x
dx ;

le changement de variables u = 1/x conduit à l’égalité

E [f(Y )] =

∫ +∞

1
f (u− [u])

1

ln 2

1

(1 + u)u
du =

∑
k≥1

∫ k+1

k
f (u− k)

1

ln 2

1

(1 + u)u
du.

Or, pour tout k ≥ 1, via y = u− k,∫ k+1

k
f (u− k)

1

ln 2

1

(1 + u)u
du =

∫ 1

0
f(y)

1

ln 2

1

(1 + y + k)(y + k)
dy.

Par conséquent,

E [f(Y )] =

∫ 1

0
f(y)

1

ln 2

∑
k≥1

1

(1 + y + k)(y + k)
dy =

∫ 1

0
f(y)

1

ln 2

1

1 + y
dy.

Y a la même loi que X.



Module G12 : Contrôle continu 1 Mardi 5 octobre 2004

2 T.S.V.P.

Exercice 2. Pour n ∈ N∗, soit Xn une v.a.r. définie sur (Ω,F , P) de densité x 7−→ n3

2
e−n3|x|.

1. Calculer, pour n ∈ N∗, P
(
|Xn| > n−2

)
.

On a, par parité,

P
(
|Xn| > n−2

)
=

∫
|x|>n−2

n3

2
e−n3|x| dx =

∫ +∞

n−2
n3 e−n3x dx =

[
−e−n3x

]+∞

n−2
.

Donc P
(
|Xn| > n−2

)
= e−n.

2. Calculer P
(
lim sup

{
|Xn| > n−2

})
.

Puisque e > 1,
∑

n≥1 e−n < +∞ et le lemme de Borel-Cantelli implique que

P
(
lim sup

{
|Xn| > n−2

})
= 0.

3. En déduire que, presque sûrement,
∑
k≥1

|Xk| < +∞.

On a (
lim sup

{
|Xn| > n−2

})c
= lim inf

{
|Xn| ≤ n−2

}
=

⋃
n≥1

⋂
k≥n

{
|Xk| ≤ k−2

}
.

Si donc ω ∈
(
lim sup

{
|Xn| > n−2

})c
, il existe un entier nω tel que, pour tout k ≥ nω,

|Xk(ω)| ≤ k−2. Par conséquent,
∑

k≥1 |Xk(ω)| < +∞.

Ceci montre que
∑

k≥1 |Xk| < +∞ presque sûrement puisque, d’après la question

précédente, P
(
lim sup

{
|Xn| > n−2

})
= 0.
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3 Fin

Exercice 3. 1. Soient X une v.a.r. bornée et z ∈ C. Justifier brièvement que ezX est
intégrable et montrer que

E
[
ezX

]
=

∑
n≥0

zn

n!
E [Xn] .

X étant bornée – disons par a > 0 –, ezX est également bornée (par e|z|a) donc intégrable.

D’autre part, puisque

E
[∑

n≥0

∣∣∣∣zn Xn

n!

∣∣∣∣] = E
[
e|z||X|

]
≤ e|z|a < +∞,

on a l’égalité dans C

E
[
ezX

]
= E

[∑
n≥0

zn Xn

n!

]
=

∑
n≥0

E
[
zn Xn

n!

]
=

∑
n≥0

zn

n!
E [Xn] .

2. Soient X et Y deux v.a.r. bornées telles que E [Xn] = E [Y n] pour tout n ∈ N∗.

Montrer que X et Y ont même loi.

D’après la question précédente, si X et Y sont bornées, on a, pour tout réel t,

ϕX(t) = E
[
eitX

]
= 1 +

∑
n≥1

(it)n

n!
E [Xn] , ϕY (t) = E

[
eitY

]
= 1 +

∑
n≥1

(it)n

n!
E [Y n] .

Par suite, si E [Xn] = E [Y n] pour tout n ∈ N∗, X et Y ont même fonction caractéristique
et donc même loi puisque la fonction caractéristique caractérise la loi.


