Module G12 : Contréle continu 1 Mardi 11 octobre 2005

NOM: Note:

Prénom:

Exercice 1. Préciser siles affirmations suivantes sont exactes ou pas ; donner une démonstration
si le résultat est correct, un contre-exemple dans le cas contraire.

Soit (X;)»>1 une suite de variables aléatoires positives telle que

Y P({Xy = n}) < +oo.

n=1

1. Presque stirement,ona:

. X . X X
a. limsup,_, =<1 b. limsup,_,, 5 <1 C. Sup,.; =<1

2. Siles (X;)n=1 sontidentiquement distribuées alors X; est intégrable

Exercice 1. 1. (a) D’apreéslelemme de Borel-Cantelli P (lim sup {X,, = n}) = 0. Par conséquent,
P (liminf{X, < n}) = 1. Si 0 € liminf{X,, < n} = Ups1 Nk=pn {Xi < k}, il existe n,, tel que, pour

tout k = ny, w € Ky < k}:Vk = ny, X’“,i‘”) < 1letdonclimsup,,_, X",g‘”) <1.

Cette assertion est donc vraie.

(b) Prenons des variables aléatoires constantes : pour n = 1,X,, =2etpourn = 2,X,, = n— 1.
On a, pour n = 2, P({X;, = n}) = 0 de sorte que ), P({X,, = n}) = P(X; = 1) = 1. D’autre part,
pour tout w € Q,

X
. n . n
limsup— = lim — =1.
notoo N N—+too N

C’est faux !
(c) C’estencore faux puisqu’avec le méme contre-exemple pour tout ® € €, sup,,~; X—n” =2.
2. C’est vrai ! En effet, si les variables (X;;),>1 sont identiquement distribuées, pour tout n = 1,

P({X, = n}) = P({X; = n}). Par conséquent, ) ,-; P({X; = n}) < +oo. Comme nous I'avons vu en
cours, cette condition est équivalente a I'intégrabilité de X; qui est positive.

1 T.S.V.P
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Exercice 2. Soit (X;),>1 une suite de variables aléatoires réelles ; pour tout n = 1, X,; a pour
densité x — ne "* 1g, (x). Soit N une variable aléatoire a valeurs dans N* de loi donnée par :
pour tout k € N*, P(N = k) = p(1 — p)*~! o1 p €]0, 1[. On supose que pour tout 7 = 1, N et X,,
sont indépendantes.

On définit la variable aléatoire Y en posant :
Yw € .Q, Y((J)) = XN(u)) (w).

Déterminer la loi de la variable aléatoire Y.

Exercice 2. Soit f une fonction borélienne et positive. Nous avons, puisque 1 = } ;> Iin=k}
E[fD]=E[fXn)]=E [Zkzl l{N:k}f(XN)] =E [Zkzl Iin=ig f(Xi) | -
Pour tout k = 1, Ijn=; f Xi) = 0, ce qui permet d’obtenir par convergence monotone

E[fm]= Zkzl]E [Inei XD

pour tout entier k, les variables N et X sont indépendantes, et puisque tout est positif,

E[f0] =) i E[lv=n] E[fX0)] = )1 P(N = &) E[fXp)].

Par conséquent, toujours par convergence monotone,

+0o +00
U]~ Tt [ ke ttan= [ 0 5yt -kt
> 0 A .

Rappelons que, pour tout |z| < 1,

1 1
— k _ / _ k-1 _
S(Z)_Zkzoz T 1=z S(Z)_Zkzl kz - (I—Z)Z'

Par suite,

+00 —X —X
E[fv)] = f foo— dx- f foo—1p wdx.
0 (1-a-ple™) R (1-Q-pe™)

Pr g, (%).

Y a pour densité x — ——
(1-Q-p)e~)

Dans cet exemple, il est plus rapide de calculer la fonction de répartition. En effet si t = 0,
Fy()=PY=h=)  P{¥soniN=k)=) _ PXc<tN=k),
et par indépendance de X et N,

Fy(n=) _ PXe<snPN=k =) _ Fx,()pd-p*"

Un calcul élémentaire donne
pe”’

Fr(n) = Yo, (1) pa-pt =1 =

Bien évidemment, si t < 0, Fy(t) = 0.

2 Fin de I'épreuve



