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G12 : Contrôle continu no 1.

Exercice 1 (4 points). Soit X une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1] ; X a pour
densité x !−→ 1[0,1](x). Déterminer la loi de Y = − ln(1−X).

Exercice 2 (4 points). Soit X une variable aléatoire à valeurs dans R+. On pose

∀λ ≥ 0, ψ(λ) = E
[
e−λX

]
.

1. Calculer ψ lorsque X suit la loi de Bernoulli de paramètre p ∈ (0, 1) : P(X = 1) = p,
P(X = 0) = 1− p.
2. Montrer, dans le cas général, que ψ est continue sur R+ et calculer limλ→+∞ ψ(λ).

Exercice 3 (7 points). Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles indépendantes
et identiquement distribuées suivant la loi N (0, 1) ; on rappelle que X1 a pour fonction
caractéristique t !−→ e−

t2

2 .
1. Soit n ∈ N∗. Calculer la fonction caractéristique de la variable aléatoire

Yn =
1√
n

n∑

k=1

Xk.

En déduire la loi de Yn.
2. Soit N une variable aléatoire à valeurs dans N∗ indépendante des (Xn)n≥1. On définit Y
en posant

∀ω ∈ Ω, Y (ω) =
1√

N(ω)

N(ω)∑

k=1

Xk(ω).

Déterminer la fonction caractéristique de Y ainsi que sa loi.

Exercice 4 (5 points). Soit (Xn)n≥1 une suite de variables aléatoires réelles ; pour tout
n ≥ 1, Xn a pour densité pn(x) = n2

2 e−n2|x|.

1. Calculer, pour tout n ∈ N∗, P
({

|Xn| > n−
3
2

})
.

2. Déterminer P
(
lim sup

{
|Xn| > n−

3
2

})
.

3. En déduire que, presque sûrement, la série
∑

n≥1 Xn converge absolument.

1 Fin de l’épreuve


